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41. Einleitung
EnergiezustÄ ande von LadungstrÄ agern in einem Kristall, der durch ein periodisches Potential
modelliert wird, sind grundlegender Gegenstand der FestkÄ orperphysik. Quantenmechanische
Theorien Ä uber den Ein°uss elektrischer und magnetischer Felder auf die EnergiezustÄ ande ei-
nes FestkÄ orpers exisitieren beinahe so lange wie die Quantenmechanik selbst: Die Ausbildung
von Landau-Niveaus im Magnetfeld wurde vor Ä uber 70 Jahren mathematisch hergeleitet [1],
wÄ ahrend die Quantisierung der EnergiebÄ ander im elektrischen Feld vor Ä uber 50 Jahren vor-
hergesagt wurde [2]. Im Gegensatz zu der Formierung von Landau-ZustÄ anden kann jedoch die
Quantisierung im elektrischen Feld in sogenannte Wannier-Stark-ZustÄ ande in natÄ urlich vor-
kommenden Materialien nicht beobachtet werden, da die zur energetischen Aufspaltung not-
wendigen FeldstÄ arken zu hoch sind. Esaki und Tsu schlugen 1970 eine neue kÄ unstliche Mate-
rialklasse vor, die es erlaubt, quantenmechanische E®ekte auf einer experimentell zugÄ anglichen
GrÄ o¼enskala zu beobachten: HalbleiterÄ ubergitter [3].
HalbleiterÄ ubergitter werden durch Schichtung von Halbleitermaterialien unterschiedlicher
BandlÄ ucke realisiert. Dabei entsteht eine periodische Quantentopfstruktur, die sich von der
eines Volumenkristalls vor allem durch die um etwa eine GrÄ o¼enordung grÄ o¼ere Gitterperi-
ode unterscheidet. Durch die Kopplung der QuantentÄ opfe kommt es, analog zur Bandstruktur
in FestkÄ orpern, zur Ausbildung von sogenannten MinibÄ andern. Nachdem es durch den Fort-
schritt der MBE (engl: molecular beam epitaxy)-Technik mÄ oglich wurde, HalbleiterÄ ubergitter
mit prÄ azise de¯nierten Schichtdicken herzustellen, erÄ o®nete sich die Perspektive, mit diesen
idealen Modellsystemen fundamentale, lange vorhergesagte quantenmechanische PhÄ anomene
zu entrÄ atseln.
Zu diesen PhÄ anomenen gehÄ ort die bereits erwÄ ahnte Wannier-Stark-Aufspaltung der Ener-
giebÄ ander, aber auch deren dynamisches Pendant, die Bloch-Oszillationen. Schon 1928 be-
rechnete Bloch das Verhalten eines elektronischen Wellenpakets, das als Superposition von
benachbarten Wannier-Stark-ZustÄ anden betrachtet werden kann, unter Ein°uss eines konstan-
ten elektrischen Feldes [4]. Wohlbekannt ist die makroskopische Beobachtung, die sich im Ohm-
schen Gesetz manifestiert, dass ein konstantes elektrisches Feld zu einer konstanten Stromdich-
te fÄ uhrt. GeprÄ agt durch diese im Alltag grundlegende Erfahrung mutet das quantenmechani-
sche Resultat widersprÄ uchlich an: Ein konstantes elektrisches Feld veranlasst ein elektronisches
Wellenpaket zu einer oszillatorischen Bewegung, den oben genannten Bloch-Oszillationen. Das
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klassische Ohmsche Gesetz wird durch mikroskopische Streuprozesse ermÄ oglicht, die bei Raum-
temperatur weit unterhalb einer Pikosekunde (10¡12 s) erfolgen. Die Beobachtung von Bloch-
Oszillationen im Ä Ubergitter verdankt sich der im Vergleich zu Volumenkristallen erhÄ ohten
Oszillationsfrequenz, die proportional zur Gitterperiode ist, so dass sie die Streurate der La-
dungstrÄ ager Ä ubersteigen kann.
WÄ ahrend Bloch-Oszillationen die Dynamik der LadungstrÄ ager im Ä Ubergitter betre®en, bestim-
men die EnergiezustÄ ande die damit eng verknÄ upften spektralen Eigenschaften des Systems.
Letztere werden im Rahmen dieser Arbeit an einer GaAs/AlGaAs-Ä Ubergitterprobe mit Hilfe
von Elektrore°exions- und Transmissionsspektroskopie untersucht. In Anwesenheit gekreuz-
ter elektrischer und magnetischer Felder werden Wannier-Stark- und Landau-Quantisierung
der Energieniveaus beobachtet. Dabei liegt das elektrische Feld in Wachstumsrichtung des
Ä Ubergitters an, wÄ ahrend das magnetische Feld senkrecht dazu in der Ebene der Schichten
steht (siehe Abbildung 1.1). Im Gegensatz zu der Kon¯guration parallel gerichteter Felder in
Wachstumsrichtung [5] kÄ onnen die Quantisierungse®ekte der beiden Felder nicht entkoppelt
voneinander betrachtet werden: Das elektrische und das magnetische Feld konkurrieren um
den Ein°uss auf die EnergiezustÄ ande des Ä Ubergitters.
Zwei Aspekte motivieren die Experimente dieser Arbeit: Zum einen liegt eine Theorie in Form
von numerischen Modellrechnungen vor, die von S. Stepanow und S. Glutsch aus Jena
erstellt wurde [6]. Im Rahmen einer Kooperation erfÄ ullt die vorliegende Arbeit den Zweck, die
theoretischen Absorptionsspektren mit experimentellen Ergebnissen zu vergleichen. Im Zusam-
menspiel mit der Theorie werden wertvolle neue Erkenntnisse Ä uber die Entwicklung der Ener-
gieÄ ubergÄ ange zwischen Wannier-Stark- bzw. Landau-Niveaus in AbhÄ angigkeit der angelegten
Felder gewonnen. Je nach relativem Wert des elektrischen und magnetischen Feldes B=F = x
lassen sich verschiedene Bereiche des Spektrums identi¯zieren: Der Wannier-Stark-Bereich fÄ ur
kleines x, der Landau-Bereich fÄ ur gro¼es x und ein nahezu strukturloser Ä Ubergangsbereich zwi-
schen den beiden fÄ ur mittleres x. In jedem der Bereiche soll der Charakter der beobachteten
EnergieÄ ubergÄ ange enthÄ ullt werden. Eine der grÄ o¼ten Herausforderungen ist die ErklÄ arung des
Ursprungs des strukturlosen Ä Ubergangsbereichs.
Ein zweites Anliegen dieser Arbeit ist eine VerknÄ upfung der Resultate der spektral aufgelÄ osten
Experimente mit Ergebnissen zeitaufgelÄ oster Untersuchungen der Dynamik elektronischer Wel-
lenpakete. Dynamische Prozesse in HalbleiterÄ ubergittern sind ein zentraler Forschungsgegen-
stand unserer Arbeitsgruppe. Somit liegt es nahe, experimentelle Beobachtungen von Bloch-
Oszillationen mit den spektralen Befunden bezÄ uglich der Energieniveaus zu vergleichen.
Die vorliegende Arbeit beginnt mit einer Darstellung der physikalischen Grundlagen, die zum
VerstÄ andnis von HalbleiterÄ ubergittern in elektrischen und magnetischen Feldern notwendig
sind. In diesem Kontext werden auch die theoretischen Absorptionsspektren vorgestellt, die
spÄ ater mit den experimentellen Daten verglichen werden. Im zweiten Kapitel werden die ex-
6perimentellen Techniken diskutiert: Nach einer kritischen Darstellung der Messmethoden folgt
eine Beschreibung der experimentellen Aufbauten und der fÄ ur die DurchfÄ uhrung der Messungen
relevanten Parameter. Der zweite Teil des Kapitels ist der untersuchten Probenstruktur und
der ProbenprÄ aparation gewidmet. Im dritten Kapitel werden die Messergebnisse in drei Ab-
schnitten prÄ asentiert und diskutiert: ZunÄ achst werden Elektrore°exionsspektren gezeigt, die bei
jeweils festem Magnetfeld und variiertem elektrischem Feld aufgenommen wurden. Der zweite
Teil macht den Schwerpunkt dieser Arbeit aus: Es werden die Ergebnisse von Elektrore°exions-
und Transmissionsmessungen bei jeweils festem elektrischem Feld in AbhÄ angigkeit des Magnet-
feldes dargestellt und im Vergleich mit theoretischen Spektren diskutiert. Der letzte Abschnitt
dient einem BrÄ uckenschlag zwischen spektralen und zeitaufgelÄ osten Messungen. Am Schluss
der Arbeit be¯ndet sich eine Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse, verbunden mit







Abbildung 1.1.: Darstellung der in dieser Arbeit gewÄ ahlten Geometrie gekreuzter Felder: Das elektri-
sche Feld F liegt in Wachstumsrichtung des Ä Ubergitters (x-Richtung) an, wÄ ahrend das Magnetfeld B
senkrecht dazu (z-Richtung) in der Ebene der Ä Ubergitterschichten orientiert ist.
71. Einleitung
82. Physikalische Grundlagen
2.1. Bandstrukturen im FestkÄ orper
2.1.1. EnergiebÄ ander
Eine kurze ErlÄ auterung der Bandstruktur in FestkÄ orpern ist unerlÄ asslich, sind doch die opti-
schen Eigenschaften eines Kristalls wesentlich von dessen Bandstruktur bestimmt. In einem
ersten Zugang lÄ asst sich die Existenz von EnergiebÄ andern durch das Pauli-Prinzip motivieren.
Dieses besagt, dass sich Fermionen (z.B. Elektronen) in einem Potential in mindestens einer
Quantenzahl unterscheiden mÄ ussen. Um ein periodisches Kristallgitter zu modellieren, kann
vom Grenzfall isolierter Atome ausgegangen werden, die allmÄ ahlich nÄ aher aneinander rÄ ucken.
Der Tunnele®ekt (siehe Abschnitt 1.2.1) erlaubt es Elektronen, von einem Atom zum anderen
zu tunneln. Da jedoch jedes diskrete Energieniveau nach dem Pauli-Prinzip nur von hÄ ochstens
zwei Elektronen, die sich in ihrem Spinzustand unterscheiden, besetzt werden darf, spaltet das
Niveau auf: Besteht der Kristall aus N Atomen, so spaltet ein Energieniveau En des isolierten
Atoms durch Wechselwirkung mit den (N¡1) Atomen des Kristalls in N ZustÄ ande auf, die das
entsprechende, quasikontinuierliche Band bilden. Jeder Zustand kann von je 2 Elektronen mit
entgegengesetztem Spin besetzt werden. Die energetische Verbreiterung der Energieniveaus
resultiert auch aus dem Heisenbergschen Unbestimmtheitsprinzip, welches ein Zeit- mit einem
Energieintervall verknÄ upft: ¢t¢¢E ¸ ~
2 . Die Aufenthaltsdauer ¢t eines tunnelnden Elektrons
bei einem bestimmten Atom ist endlich, daher besitzt auch die entsprechende Energie keinen
scharfen Wert.
Um die Entstehung von erlaubten EnergiebÄ andern und verbotenen Zonen im FestkÄ orper et-
was genauer zu skizzieren, wird im Folgenden die EinelektronennÄ aherung verwendet, die alle
Elektron-Elektron-Wechselwirkungen vernachlÄ assigt. Der FestkÄ orper wird als periodisches Po-
tential modelliert, das durch die positiven AtomrÄ umpfe entsteht. Die LÄ osung der Einelektronen-
SchrÄ odinger-Gleichung mit periodischem Potential ist eine modulierte ebene Welle
Ã~ k(~ r) = u~ k(~ r)ei~ k~ r (2.1)
mit einem gitterperiodischen Modulationsfaktor
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u~ k = u~ k (~ r + ~ rn) ; (2.2)
wobei ~ rn einen Translationsvektor im dreidimensionalen periodischen Gitter bezeichnet und
zusammengesetzt ist aus Vielfachen (n1;n2;n3) der drei Basisvektoren ~ a1; ~ a2; ~ a3 des Real-
gitters. Der Wellenzahlvektor ~ k nimmt bei periodischen Randbedingungen diskrete Werte an.
Diese Aussage hei¼t Blochsches Theorem, wobei die elektronischen Wellenfunktionen als Bloch-
Wellen bezeichnet werden [4].
Betrachten wir den Grenzfall eines verschwindend kleinen periodischen Potentials. Die Ener-
giezustÄ ande der freien Elektronen werden durch die Dispersionsrelation E = ~2k2=2m be-
schrieben. Wird das periodische Potential berÄ ucksichtigt, sind die ElektronzustÄ ande nicht nur
auf dieser einen Parabel im Impulsraum (~ k-Raum) angesiedelt, sondern auch auf allen peri-
odisch verschobenen. Das PeriodizitÄ atsintervall heisst Brillouin-Zone und betrÄ agt im ~ k-Raum
2¼=a. An den Grenzen einer Brillouin-Zone liegt eine Entartung der Energiewerte vor, die
aus dem Schnittpunkt zweier Parabeln resultiert. Bei diesen ~ k-Werten existiert eine Super-
position der beiden entsprechenden Bloch-Wellen. Dies hat zur Folge, dass die beiden ebenen
Wellen in stehende Wellen Ä ubergehen, die man sich als aus einer einlaufenden und einer Bragg-
re°ektierten Welle entstanden vorstellen kann. Die stehenden Wellen besitzen zwei Hauptpha-
senlagen, zu denen zwei Aufenthaltswahrscheinlichkeiten korrespondieren: Ã2
1 » cos2 ¼x=a und
Ã2
2 » sin2 ¼x=a. Im ersten Fall ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons am Ort
der AtomrÄ umpfe maximal, wÄ ahrend ein Elektron im Zustand Ã2 am hÄ au¯gsten zwischen den
RÄ umpfen anzutre®en ist. Der erste Fall resultiert aufgrund der rÄ aumlichen NÄ ahe von positiven
Rump¯onen und Elektronen in einer niedrigeren Gesamtenergie, als sie durch die Energiepa-
rabel des freien Elektrons gegeben wÄ are. Der zweite Fall entspricht hingegen einer hÄ oheren
Gesamtenergie. Diese ErhÄ ohung bzw. Absenkung der Energie an der Brillouin-Zonengrenze
fÄ uhrt zu den Abweichungen von der Dispersion des freien Elektrons. In Abbildung 2.1 ist die-
se Aufspaltung dargestellt: Zwischen den ElektronenzustÄ anden, die erlaubten EnergiebÄ andern
entsprechen, entstehen energetisch verbotene Zonen, die als BandlÄ ucken bezeichnet werden.
2.1.2. LadungstrÄ agerbewegung in BÄ andern
In diesem Abschnitt soll eine Bewegungsgleichung fÄ ur Kristallelektronen in einem Ä au¼eren
elektrischen Feld im Rahmen des semiklassischen Modells hergeleitet werden. Der Vergleich mit
der Newtonschen Bewegungsgleichung motiviert das wichtige Konzept der e®ektiven Masse.
Im FestkÄ orper wird ein Elektron durch eine rÄ aumlich modulierte, unendlich ausgedehnte Bloch-
Welle dargestellt. Um ein lokalisiertes Elektron zu beschreiben, betrachtet man ein Wellenpa-
ket, das aus einer Superposition von Bloch-Wellen mit Wellenvektoren ~ k
0
aus einem Bereich
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Abbildung 2.1.: Aufspaltung der Energieparabel in EnergiebÄ ander und BandlÄ ucken. Nach [7].
um einen mittleren Wellenvektor ~ k aufgebaut ist. In der semiklassischen Darstellung wird der
Ort eines Elektrons nicht mit einer Genauigkeit beschrieben, die der Ausdehnung eines Wellen-
pakets entspricht, sondern es wird lediglich der mittlere Wellenvektor ~ k betrachtet. Das Modell
beruht auf der Kenntnis der Dispersionsrelation der Bandstruktur E(~ k) und setzt diese in Be-
ziehung zu Transporteigenschaften1. Damit ist die Geschwindigkeit eines Elektrons durch die
Gruppengeschwindigkeit des Wellenpakets gegeben:




Hierbei ist die Dispersionsrelation E(~ k) desjenigen Bandes einzusetzen, aus dem das betrachte-
te Elektron stammt. Wird durch ein elektrisches Feld eine Kraft ~ K auf das Elektron ausgeÄ ubt,
erfÄ ahrt es einen Energiezuwachs dE:
dE = ~ K ¢ d~ s = ~ K ¢~ vdt: (2.4)
Au¼erdem gilt
dE = rkE(~ k)d~ k = ~~ v ¢ d~ k = ~
d~ k
dt
¢ d~ s: (2.5)
Somit ergibt sich mit Gleichung (2.4)





= ~ K: (2.6)
Dies ist die gesuchte Bewegungsgleichung fÄ ur LadungstrÄ ager im Kristall, die das Pendant
zur Newtonschen Bewegungsgleichung darstellt. FÄ ur eine Komponente der Beschleunigung

























mit i;j = x;y;z: (2.9)
Die e®ektive Masse hÄ angt demnach von der Richtung ab, in die sich der LadungstrÄ ager bewegt
und ist proportional zur inversen KrÄ ummung der Dispersionsrelation E(~ k). Im einfachsten Fall









Die Extrema der Dispersionsrelation weisen einen nahezu parabolischen Verlauf auf. In einer
solchen Umgebung erweist die E®ektivmassennÄ aherung ihren Nutzen, bei der die Ladungs-
trÄ ager als freie Teilchen mit konstanter Masse me® betrachtet werden.
2.1.3. Halbleiter
Nachdem in den vorhergehenden Abschnitten das BÄ andermodell eingefÄ uhrt und die Bewegungs-
gleichung fÄ ur LadungstrÄ ager im FestkÄ orper hergeleitet wurde, kann nun die Materialklasse der
Halbleiter vorgestellt werden.
Elektronen in einem vollstÄ andig besetzten Band tragen unter Ein°uss eines elektrischen Fel-
des nicht zum elektrischen Strom bei, da sie mangels freier Niveaus keine Energie aufnehmen
kÄ onnen. Ebenso wenig leisten vollstÄ andig leere BÄ ander einen Beitrag zum Strom. Zwischen
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dem hÄ ochsten gefÄ ullten Band (Valenzband) und dem niedrigsten leeren Band (Leitungsband)
existiert eine verbotene Zone. Der Unterschied zwischen Isolatoren und Halbleitern besteht in
der GrÄ o¼e dieser BandlÄ ucke: Sowohl Halbleiter als auch Isolatoren besitzen bei T=0K ein voll-
besetztes Valenzband und ein leeres Leitungsband. Bei Halbleitern ist die BandlÄ ucke jedoch
kleiner (ca. 1eV), so dass bei Temperaturen T>0K der energiereiche AuslÄ aufer der Fermi-
Verteilung2 bis ins Leitungsband hineinragt. Jedes Elektron, das unter thermischer Energie-
zufuhr ins Leitungsband angeregt wird, hinterlÄ asst im Valenzband eine freie Stelle, die man
als Defektelektron oder Loch bezeichnet. Sowohl Elektronen als auch LÄ ocher kÄ onnen zum elek-
trischen Strom beitragen, folglich wird die Bewegung der LÄ ocher analog zu der im vorigen
Abschnitt behandelten Elektronenbewegung beschrieben. Im Gegensatz zu Metallen, die ein
partiell gefÄ ulltes Band besitzen und somit immer Ä uber Leitungselektronen verfÄ ugen, ist bei
Halbleitern die elektrische LeitfÄ ahigkeit o®ensichtlich stark temperaturabhÄ angig. DarÄ uber hin-
aus kann sie durch Dotierung (Einbau von elektrisch aktiven StÄ orstellen, d.h. Fremdatomen)
variiert werden.
Die optischen Eigenschaften von Halbleitern werden durch deren Bandstruktur bestimmt. Im
Folgenden werden wichtige Charakteristika genannt, wobei besonders auf den Halbleiter GaAs
eingegangen wird, aus dem die im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Proben aufgebaut sind.
Es wird zwischen direkten und indirekten Halbleitern unterschieden: Liegt das Maximum des
Valenzbandes senkrecht (d.h. bei demselben k-Vektor) unter dem Minimum des Leitungsban-
des, so handelt es sich um einen direkten Halbleiter. Elektronen kÄ onnen demnach bereits durch
Absorption eines Photons der Energie hº ¸ Egap und bei Erhaltung des Wellenvektors ~ k ins
Leitungsband Ä ubergehen. Im Gegensatz dazu ist der minimale Abstand zwischen Leitungs-
und Valenzband bei indirekten Halbleitern fÄ ur ZustÄ ande mit verschiedenen k-Vektoren gege-
ben. Ä UbergÄ ange sind nur bei hÄ oheren Photonenenergien oder bei zusÄ atzlicher Absorption eines
Phonons mÄ oglich, wie in Abbildung 2.2 illustriert ist. Die wichtigen Halbleiter Silizium und
Germanium besitzen beispielsweise indirekte BandlÄ ucken, wÄ ahrend viele III-V-Halbleiter (Ver-
bindungshalbleiter, die aus Elementen der III. und V. Gruppe des Periodensystems aufgebaut
sind) zu den direkten Halbleitern gehÄ oren. In Abbildung 2.3 ist die Bandstruktur von GaAs
als einem typischen III-V-Halbleiter dargestellt.
Bei genauerer Betrachtung der Bandstruktur im Zentrum der Brillouin-Zone (¡-Punkt, ~ k=0)
zeigt sich eine kompliziertere Struktur des Valenzbandmaximums, als in Abb. 2.3 zu erkennen
ist: ZusÄ atzlich zu zwei ValenzbÄ andern unterschiedlich starker KrÄ ummung existiert ein weiteres
Band, das energetisch tiefer liegt (siehe Abb. 2.4).
Verantwortlich fÄ ur diese Aufspaltung ist die Spin-Bahn-Kopplung. Die ValenzbandzustÄ ande
sind p-artig, d.h. besitzen den Bahndrehimpuls l = 1. Die Spin-Bahn-Kopplung fÄ uhrt dazu,
2Als Fermi-Energie wird die obere Grenzenergie bezeichnet, die bei T!0K besetzte von unbesetzten ZustÄ anden
trennt.
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Abbildung 2.2.: Direkte und indirekte Ä UbergÄ ange. [9] entnommen.
Abbildung 2.3.: Bandstruktur von Volumen-GaAs in der Umgebung der Punkte hoher Symmetrie.
[10] entnommen.
142.1. Bandstrukturen im FestkÄ orper
Abbildung 2.4.: Bandstruktur von Volumen-GaAs im Zentrum der Brillouin-Zone. [11] entnommen.
dass die Summe des Bahndrehimpulses und des Spins, der Gesamtdrehimpuls j, betrachtet
werden muss. Mit den drei Bahndrehimpulseinstellungen lz = 0;§1 und den zwei Spinein-
stellungen sz = §1
2 ergeben sich ZustÄ ande, die den Gesamtdrehimpuls j = 1
2 oder j = 3
2
aufweisen. Die ZustÄ ande mit dem Gesamtdrehimpuls j = 1
2 bilden das sogenannte Split-o® -
Band, das gegenÄ uber den ZustÄ anden mit j = 3
2 energetisch um ¢Eso abgesenkt ist. Aufgrund
des energetischen Abstandes zu den ValenzbÄ andern mit j = 3
2 spielt es bei optischen Experi-
menten keine Rolle. FÄ ur j = 3
2 sind die vier Drehimpulseinstellungen jz = §3
2;§1
2 mÄ oglich,
die, wie erwÄ ahnt, zu zwei verschiedenen BÄ andern unterschiedlicher KrÄ ummung gehÄ oren. Da
die stÄ arkere KrÄ ummung mit einer grÄ o¼eren e®ektiven Masse einhergeht, bezeichnet man das
stark gekrÄ ummte Band als Schwerlochband (englisch: heavy hole band, hh) und das schwÄ acher
gekrÄ ummte als Leichtlochband (englisch: light hole band, lh). Das Leitungsband hat aufgrund
seines s-artigen Charakters keinen Bahndrehimpuls, sondern weist nur eine zweifache Spinent-
artung auf, besitzt also die Drehimpuls-EinstellmÄ oglichkeiten jz = §1
2.
In Tabelle 2.1 sind die Werte der e®ektiven Massen der Elektronen, der schweren und der leich-
ten LÄ ocher fÄ ur GaAs zusammengestellt. Die Dispersionsrelationen des Leitungs-, Schwerloch-
und Leichtlochbandes sind um den ¡-Punkt nahezu parabelfÄ ormig. FÄ ur grÄ o¼ere k-Werte kommt
es infolge der Valenzbandkopplung zu sogenannten NichtparabolizitÄ aten der Bandstruktur, wel-
che die optischen Eigenschaften des Halbleiters beein°ussen [12, 13]. Da das Leitungsband
direkter Halbleiter am ¡-Punkt zudem sphÄ arisch-symmetrisch ist, kann die e®ektive Masse als




Tabelle 2.1.: E®ektive LadungstrÄ agermassen in GaAs in Einheiten der Ruhemasse m0 des Elektrons.
Werte aus [14].
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2.2. PotentialtÄ opfe und Ä Ubergitter
2.2.1. Unendlich und endlich tiefer Potentialtopf
Im Potentialtopfmodell besitzen LadungstrÄ ager in einem bestimmten Bereich (Topf) gebun-
dene ZustÄ ande. Da dieses Modell grundlegend fÄ ur die Beschreibung von HalbleiterÄ ubergitter-
Strukturen ist, werden zunÄ achst die wichtigsten Aussagen, die aus einer quantenmechanischen
Behandlung des "Teilchens im Potentialtopf\ gewonnen werden, zusammengefasst.
Die erlaubten EnergiezustÄ ande eines Teilchens im unendlich tiefen Potentialtopf errechnen sich





dx2 + V (x)Ãn = EnÃn; (2.11)
wobei V(x) das Potential bezeichnet (das in diesem Fall als V(x)=1 fÄ ur x < 0 und x > a bzw.
V(x)=0 fÄ ur 0 < x < a angenommen wird), m die Masse des Teilchens und En bzw. Ãn die













Die erlaubten Wellenfunktionen verschwinden in den unendlich hohen WÄ anden des Potential-
topfes. Die Eigenenergien hÄ angen quadratisch von n ab, und die AbstÄ ande der Energieniveaus
werden mit kleineren Topfbreiten a und kleineren Massen grÄ o¼er.
Die LÄ osung der SchrÄ odingergleichung fÄ ur einen Potentialtopf mit endlich hohen WÄ anden ver-
langt die Aufstellung von Randbedingungen: Zum einen muss die Wellenfunktion stetig an
den RÄ andern des Potentialtopfes x = 0 und x = a verlaufen. Die Notwendigkeit der zweiten
Randbedingung ergibt sich aus der Tatsache, dass die SchrÄ odingergleichung eine Di®erential-
gleichung zweiter Ordnung ist. In der Regel wird die Stetigkeit von 1
m
dÃ
dx gewÄ ahlt, wobei der
Faktor 1/m die Erhaltung des Teilchen°usses sichert [15]. Die LÄ osungen dieses Problems sind
Wellenfunktionen, die innerhalb des Potentialtopfes zwar wieder eine Sinusform aufweisen,
jedoch au¼erhalb des Potentialtopfes - aus Sicht der klassischen Physik unerklÄ arlich - nicht
vollstÄ andig verschwinden, sondern exponentiell abklingen. Diese endliche Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit au¼erhalb des Potentialtopfes ist der Grund fÄ ur den Tunnele®ekt. Abbildung
2.5 illustriert den Unterschied zwischen dem unendlich und dem endlich tiefen Potentialtopf.
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Abbildung 2.5.: Oben: Vergleich zwischen einem unendlich und einem endlich tiefen Potentialtopf.
Im Fall des endlichen Topfes existiert ein AuslÄ aufer der Wellenfunktion au¼erhalb des Potentialtopfes
("Tunnele®ekt\). Unten: Wird die Barriere zwischen den PotentialtÄ opfen so dÄ unn, dass Wellenfunktio-
nen in die benachbarten TÄ opfe signi¯kant hineinragen, so bildet sich ein Miniband aus. [15] entnommen.
2.2.2. Ä Ubergitter
Ebenfalls in Abbildung 2.5 ist eine Ä Ubergitterstruktur dargestellt. Eine periodische Abfolge
von QuantentÄ opfen wird als Ä Ubergitter bezeichnet, wenn die Wellenfunktionen jedes einzel-
nen Quantentopfes signi¯kante AuslÄ aufer in die benachbarten TÄ opfe hinein besitzen, so dass
die TÄ opfe untereinander koppeln. Eine periodische Potentialtopfstruktur ohne diese Kopplung
wird als Mehrfachquantentopf (englisch: multiple quantum well, MQW) bezeichnet. Bevor die
Charakteristika von Ä Ubergittern erlÄ autert werden, erfolgt ein Abriss Ä uber die Realisierung
von Ä Ubergitterstrukturen mit besonderem Augenmerk auf das Materialsystem Galliumarse-
nid/Aluminiumgalliumarsenid (GaAs/AlGaAs), das im Rahmen dieser Arbeit untersucht wird.
Realisierung von Ä Ubergitterstrukturen
Ä Ubergitter werden durch die rÄ aumlich prÄ azise Abfolge von verschiedenen Halbleitermaterialien
unterschiedlicher BandlÄ ucke realisiert. Eine solche Struktur, die als Heterostruktur bezeich-
net wird, ist in Abb. 2.6 schematisch dargestellt: Betrachtet man die Leitungsbandkante als
Funktion des Ortes in Wachstumsrichtung, so entsteht durch die periodische Abfolge zweier
Materialien A und B mit den Dicken a und b ein periodisches Potential. Dabei bildet das Ma-
terial mit grÄ o¼erer BandlÄ ucke (Material A) die Potentialbarrieren. Die Gitterkonstante ddes
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Ä Ubergitters ergibt sich aus der Summe der Barrierenbreite a und der Topfbreite b, kann also
durch die Dicke der Schichten kontrolliert werden. Zu beachten ist, dass das Ä Ubergitter nicht





Abbildung 2.6.: Schematische Darstellung einer Ä Ubergitterstruktur der Periode d bestehend aus den
Materialien A und B (links). In dieser Struktur erfahren LadungstrÄ ager ein periodisches Potential, das
auf der rechten Seite dargestellt ist. [16] entnommen.
Das erste Ä Ubergitter wurde unter Verwendung der Halbleitermaterialien GaAs und
AlxGa1¡xAs hergestellt [17]. Ein Vorteil dieses Materialsystems begrÄ undet sich in der geringen
Abweichung der jeweiligen Gitterkonstanten. DarÄ uber hinaus weisen die beiden Materialien
ein Ä ahnliches WÄ armeausdehnungsverhalten auf, so dass mechanische Verspannungen vermie-
den werden. Die PotentialtÄ opfe werden von GaAs mit einer BandlÄ ucke von etwa 1.52eV (bei
T·10K) gebildet [14], wÄ ahrend AlxGa1¡xAs die Barrieren realisiert. FÄ ur Al-Konzentrationen
unter x=0.45 ist die BandlÄ ucke von AlxGa1¡xAs direkt und liegt zwischen 1.519eV (fÄ ur x=0)
und 2.080eV (fÄ ur x=0.44) [18].
Erst die Entwicklung epitaktischer Wachstumstechniken ermÄ oglichte die Herstellung von Hete-
rostrukturen mit prÄ azisen Schichtdicken von einigen Nanometern. Eine reprÄ asentative Methode
ist die Molekularstrahlepitaxie (englisch: molecular beam epitaxy, MBE). Epitaxie steht fÄ ur eine
Wachstumsmethode fÄ ur dÄ unne Kristallschichten, wobei die Gitterstruktur des Substratkristalls
erhalten bleibt. Ein Ä Uberblick Ä uber die Technik der MBE und einiger anderer Methoden, sowie
eine Diskussion der nÄ otigen Kontroll- und AnalysemÄ oglichkeiten von Schichtdicke und -qualitÄ at
be¯ndet sich in [16].
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Charakteristika von Ä Ubergittern
Ein Ä Ubergitter ist im Gegensatz zu einem MQW durch die Existenz sogenannter MinibÄ ander
charakterisiert. Analog zur Ausbildung der Bandstruktur im Kristallgitter aufgrund der pe-
riodischen Anordnung der Atome kommt es im Ä Ubergitter durch die periodische Abfolge der
QuantentÄ opfe zur Formierung von MinibÄ andern: Koppeln zwei TÄ opfe, die identische Ener-
gieeigenwerte besitzen, spaltet sich jeder Zustand in zwei ZustÄ ande (den bindenden und an-
tibindenden) auf. Bei einem System aus vielen TÄ opfen spaltet jeder Zustand in viele dicht
benachbarte ZustÄ ande auf, die das Miniband bilden, das umso breiter ist, je stÄ arker die Kopp-
lung zwischen den TÄ opfen ist. Jeder ursprÄ ungliche Energieeigenwert En spaltet in ein Miniband
auf, wobei er selbst etwa in der Mitte des Minibandes angesiedelt ist, so dass sich jeweils n
MinibÄ ander fÄ ur Elektronen, schwere sowie fÄ ur leichte LÄ ocher ausbilden. Der entsprechende La-
dungstrÄ ager ist dann im gesamten Miniband frei beweglich, kann sich demnach als delokalisiert
in Ä Ubergitterrichtung vorgestellt werden.





[1 ¡ cos(kxd)]: (2.13)
In der yz -Ebene parallel zu den Ä Ubergitterschichten gilt weiterhin die parabolische Dispersi-
onsrelation. Unter der Bedingung isotroper e®ektiver Massen in der yz -Ebene ergibt sich fÄ ur









Die Breite eines Minibandes ¢ ist gegeben durch
¢ ¼ 4°; (2.15)
wobei ° das dem jeweiligen Miniband entsprechende Ä Uberlappintegral der Wellenfunktionen




Ã(x)V (x)Ã(x ¡ nd)dx: (2.16)
3Diese Bezeichnung leitet sich aus dem Englischen fÄ ur "stark gebunden\her. GebrÄ auchlich ist auch der Begri®
"NÄ achste-Nachbarn-NÄ aherung\: Die Elektronen werden als relativ stark gebunden betrachtet und nur der
WellenfunktionsÄ uberlapp mit den am nÄ achsten benachbarten QuantentÄ opfen berÄ ucksichtigt.
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eikxdÁ(x ¡ nd): (2.17)
Die einhÄ ullende Funktion Á(x¡nd) gehÄ ort jeweils zu dem Potentialtopf, der sich an der Stelle
der n-ten Ä Ubergitterperiode be¯ndet. Ein wichtiger Zusammenhang ist die Beziehung zwischen







Daraus folgt, dass die MinibÄ ander fÄ ur LÄ ocher schmaler sind als fÄ ur Elektronen, da LÄ ocher eine
grÄ o¼ere Masse besitzen. In Tabelle 2.2 sind theoretisch berechnete Breiten ([21, 22]) der zwei
niedrigsten MinibÄ ander der Elektronen, schweren und leichten LÄ ocher fÄ ur die im Rahmen dieser





Tabelle 2.2.: Theoretisch berechnete Breiten der beiden niedrigsten MinibÄ ander der Elektronen (e),
schweren (hh) und leichten LÄ ocher (lh) fÄ ur die in dieser Arbeit untersuchte Ä Ubergitterstruktur. Die
Werte fÄ ur die Elektronen und schweren LÄ ocher stammen aus [21], die fÄ ur leichte LÄ ocher aus [22].
Die Entartung der Schwerloch- und LeichtlochbÄ ander am ¡-Punkt wird in Quantentopfstruk-
turen infolge der Symmetrie-Brechung (Auszeichnung der Wachstumsrichtung) aufgehoben, so
dass nur noch eine zweifache Entartung vorliegt. In Anwesenheit eines Magnetfeldes wird auch
diese Entartung aufgehoben, so dass sich das in Abb. 2.7 skizzierte Energieschema ergibt.
2.2.3. Exzitonen
Eine optische Anregung in einem Halbleiter involviert immer zwei Teilchen: Wird ein Elektron
ins Leitungsband angeregt, entsteht gleichzeitig ein Loch im Valenzband. Die beiden gela-
denen Teilchen sind durch Coulomb-Wechselwirkung miteinander verbunden und bilden ein




x=2mx fÄ ur eine Masse mx. Aus der Taylor-Entwicklung von cos(kxd) um kx = 0









2=4. Ein Vergleich mit ~
2k
2
x=2mx liefert die Beziehung ¢d=2 = ~
2=mxd.
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Abbildung 2.7.: Energieniveaus der Elektronen (e), schweren (hh) und leichten (lh) LÄ ocher in einer
Quantentopfstruktur in Anwesenheit eines Ä au¼eren Magnetfeldes. Im Gegensatz zum Volumenmaterial
sind die Niveaus der schweren und leichten LÄ ocher am ¡-Punkt nicht mehr entartet. Erlaubte optische
DipolÄ ubergÄ ange bei Anregung mit ¾+-, ¾¡- bzw. ¼-polarisiertem Licht sind durch Pfeile gekennzeichnet.
Nach [23].
sogenanntes Exziton. Anhand von Abbildung 2.8 wird ersichtlich, dass bei Anregung eines
Exzitons ZustÄ ande knapp unterhalb der Bandkante eingenommen werden kÄ onnen.
Es liegt nahe, das gebundene Elektron-Loch-Paar als wassersto®Ä ahnliches Problem zu behan-
deln. Nach EinfÄ uhrung der Relativkoordinate ~ r = ~ re¡~ rh und der reduzierten e®ektiven Masse
mr = memh=(me + mh) fÄ ur Elektron und Loch lÄ asst sich (fÄ ur Halbleiter mit einer direkten
BandlÄ ucke und einfachen parabolischen BÄ andern) die Relativbewegung fÄ ur Elektron und Loch
von der Schwerpunktsbewegung entkoppeln, so dass die Exzitondispersionsrelation (siehe Abb.
2.8) lautet ([14, 24]):
Eex








mit ~ K = ~ ke + ~ kh: (2.19)















die exzitonische Rydberg-Energie (Bindungsenergie des Grundzustands), die sich durch mr und
die relative DielektrizitÄ atskonstante des Materials ²r (²r = 13:13 fÄ ur GaAs) von der Rydberg-
Energie des Wassersto®atoms RyH unterscheidet. Der dritte Term in Gleichung 2.19 beschreibt
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Abbildung 2.8.: Exziton-Energiedispersion in einem Volumenhalbleiter mit direkter BandlÄ ucke. [14]
entnommen.
die Bewegung des Schwerpunkts des Elektron-Loch-Paares mit der Gesamtmasse me+mh. Wie
die Rydberg-Energie wird der Bohr-Radius des Wassersto®atoms aH durch mr und ²r modi¯-
ziert, um den Radius des Exzitons aex zu erhalten, der ein Ma¼ fÄ ur die rÄ aumliche Ausdehnung













Unter Verwendung typischer Parameter fÄ ur Halbleiter ¯ndet man [14]
1meV · R¤
y · 200meV ¿ Egap (2.22)
und
50nm ¸ aex ¸ 1nm > d: (2.23)
Dies bedeutet, dass R¤
y sehr viel kleiner als die Breite der BandlÄ ucke und der Radius grÄ o¼er
als die Gitterkonstante ist. Letztere Tatsache rechtfertigt im Nachhinein die Anwendung des
Wassersto®modells mit einer makroskopischen DielektrizitÄ atskonstanten5.
5In Isolatoren wie z.B. NaCl oder in organischen Kristallen existieren auch Exzitonen, deren Elektron-Loch-
Wellenfunktion nur auf eine Gitterzelle ausgedehnt ist. Diese sogenannten Frenkel-Exzitonen erfordern eine
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In Abbildung 2.9 ist das exzitonische Absorptionsspektrum von GaAs bei verschiedenen Tem-
peraturen dargestellt. Wie in den meisten optischen Experimenten ist lediglich der nB = 1
Exzitonpeak zu sehen, wÄ ahrend die hÄ oheren Exzitonen nicht mehr aufzulÄ osen sind und mit der
Absorptionskante verschmelzen. Es wird ebenfalls deutlich, dass die StÄ arke des Exzitonpeaks
temperaturabhÄ angig ist: Bei Raumtemperatur ist der Peak vollstÄ andig ausgewaschen, weil die
Exziton-Bindungsenergie von Phononen (Gitterschwingungen) bereitgestellt wird, so dass es
zur Ionisation des Exzitons kommt.
Abbildung 2.9.: Experimentell beobachtetes exzitonisches Absorptionsspektrum von GaAs bei Teme-
peraturen zwischen 21K und 294K. [25] entnommen.
Die exzitonische Bindungsenergie ist dimensionsabhÄ angig. FÄ ur den zwei- bzw. dreidimensiona-






2 )2 : (2.24)
Demnach ergibt sich fÄ ur den zweidimensionalen Fall eine viermal grÄ o¼ere exzitonische Grund-
zustandsenergie als in drei Dimensionen. Eine reale Quantentopfstruktur stellt einen quasi-
zweidimensionalen (2-3-dimensionalen) Fall dar, so dass die Grundzustandsbindungsenergie um
maximal den Faktor drei grÄ o¼er ist als im Volumenhalbleiter [26]. Das Anwachsen der Exziton-
bindungsenergie bei Dimensionserniedrigung wird durch ein anschauliches Argument einsichtig:
Wird die Exzitonwellenfunktion durch die Barrieren eingeschrÄ ankt, so wird die Ausdehnung der
Wellenfunktion auch in der Quantentopfebene reduziert, da die energetisch gÄ unstige sphÄ arische
Symmetrie angestrebt wird. Dies fÄ uhrt zu einer AnnÄ aherung von Elektron und Loch und damit
zu einer Verkleinerung des exzitonischen Bohr-Radius aex, was gemÄ a¼ Gleichung (2.20) eine
ErhÄ ohung der Bindungsenergie bewirkt. In Abbildung 2.10 sind berechnete Absorptionskurven
andere theoretische Beschreibung als die in Halbleitern vorliegenden Wannier-Exzitonen.
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fÄ ur den zwei- und dreidimensionalen Fall fÄ ur zwei verschiedene DÄ ampfungskonstanten °, die
die Linienbreite der Ä UbergÄ ange festlegen, gezeigt. Man erkennt deutlich, dass aufgrund der
viermal grÄ o¼eren Bindungsenergie im zweidimensionalen System die niedrigste exzitonische
Resonanz stÄ arker von der Kontinuumsgrenze separiert ist. FÄ ur Photonenenergien oberhalb der
Bandkante ist in beiden FÄ allen die Kontinuumsabsorption grÄ o¼er als ohne BerÄ ucksichtigung der
Coulomb-Wechselwirkung. Der sogenannte "Sommerfeld-Faktor\ beschreibt die VerstÄ arkung
der OszillatorstÄ arke der KontinuumszustÄ ande [14].
Abbildung 2.10.: Berechnete Absorptionsspektren fÄ ur ein drei- (obere BildhÄ alfte) und zweidimen-
sionales (untere BildhÄ alfte) System. Die unterbrochenen Linien zeigen den Absorptionsverlauf ohne
Coulomb-Wechselwirkung. [24] entnommen.
2.3. Wannier-Stark-Quantisierung
Dieser Abschnitt widmet sich dem Ein°uss eines elektrischen Feldes auf die optischen Eigen-
schaften von Ä Ubergittern. Der E®ekt eines elektrischen Feldes auf die EnergiezustÄ ande von
FestkÄ orpern ruft seit mehr als 50 Jahren Interesse hervor, doch erst die Realisierung von
HalbleiterÄ ubergittern machte es mÄ oglich, quantenmechanische Vorhersagen experimentell zu
untersuchen.
242.3. Wannier-Stark-Quantisierung
Der feldfreie Fall, die sogenannte Flachband-Situation, wurde in Abschnitt 1.2 diskutiert: Die
LadungstrÄ agerwellenfunktionen sind Ä uber das gesamte Miniband der Breite ¢ delokalisiert.
Wird ein elektrisches Feld F in Wachstumsrichtung des Ä Ubergitters (x-Richtung) angelegt,
so wird die Translationssymmetrie des periodischen Potentials gebrochen. Dies resultiert in
einer energetischen Verschiebung der Energieniveaus benachbarter QuantentÄ opfe um ¢E =
eFd. Mit steigendem elektrischen Feld werden die LadungstrÄ ager zunehmend lokalisiert. Diese
Wannier-Stark-Lokalisierung ist in Abbildung 2.11 illustriert.
Abbildung 2.11.: Ein°uss eines elektrischen Feldes F auf die elektronischen Eigenschaften eines
Ä Ubergitters - Wannier-Stark-Lokalisierung ([16] entnommen).
Es wird ersichtlich, dass die LadungstrÄ agerwellenfunktionen die im elektrischen Feld verkippten










erstrecken. Aufgrund der Beziehung zwischen Minibandbreite und Masse (Glg. 2.18) hÄ angt
die Lokalisierung au¼er von der elektrischen FeldstÄ arke noch von der e®ektiven Masse der La-
dungstrÄ ager ab: WÄ ahrend Elektronen und leichte LÄ ocher bei wenigen kV/cm noch Ä uber einige
Gitterperioden delokalisiert bleiben, sind die schweren LÄ ocher bereits vollstÄ andig in einzelnen
QuantentÄ opfen lokalisiert. Unter der Bedingung eFd = ¢ wird ¸ gleich der PeriodenlÄ ange
d des Ä Ubergitters: Die Wellenfunktionen sind dann vollstÄ andig in einzelnen PotentialtÄ opfen
lokalisiert.
Neben der Lokalisierung der LadungstrÄ ager verursacht das elektrische Feld die Aufspaltung
des Minibandes in eine Folge diskreter EnergiezustÄ ande, die sogenannte Wannier-Stark-Leiter
[27]. Dies wird relevant, wenn die energetische Verschiebung zwischen Energieniveaus benach-
barter TÄ opfe grÄ o¼er wird als die Linienbreite eines Energiezustands. Der energetische Abstand
der Wannier-Stark-ZustÄ ande ist ¢E = eFd. Obwohl die Aufspaltung der EnergiebÄ ander in
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Anwesenheit eines elektrischen Feldes auch schon fÄ ur Volumenhalbleiter vorausgesagt wurde
[2], konnte sie erst in Ä Ubergittern aufgrund ihrer grÄ o¼eren Gitterperiode d beobachtet werden.
Wannier-Stark-Lokalisierung und -Quantisierung waren demnach ungefÄ ahr 40 Jahre lang Ge-
genstand der Kontroverse [28], bis 1988 Mendez et al. [29] und Voisin et al. [30] zum ersten
Mal diese PhÄ anomene experimentell beobachteten.
2.3.1. Wannier-Stark-Leiter im Einteilchen-Bild
Die Einteilchen-NÄ aherung betrachtet ein Elektron ohne Wechselwirkung mit anderen Elektro-
nen oder LÄ ochern. Folglich werden exzitonische E®ekte nicht berÄ ucksichtigt. Die Bewegung
eines Elektrons in x-Richtung in einem Ä Ubergitterpotential V (x) unter dem Ein°uss eines
ebenfalls in x -Richtung angelegten konstanten elektrischen Feldes F wird durch folgende ein-






dx2 + eFx + V (x)
¶
Ã(x) = EÃ(x): (2.26)
Sie kann mit Hilfe der Tight-Binding-Methode fÄ ur ein Ä Ubergitter mit 2N + 1 Perioden
(¡N;:::0;:::;+N) gelÄ ost werden [31]. Die Ä Ubergitterwellenfunktionen Ãm(x) werden als Li-





= c(n¡m)Á(x ¡ nd): (2.27)
BerÄ ucksichtigt man nur den Ä Uberlapp von Wellenfunktionen nÄ achster Nachbarn und ver-
nachlÄ assigt die Kopplung mit anderen MinibÄ andern6, so sind die Koe±zienten c(n¡m) = cº












Ein gro¼es elektrisches Feld lÄ asst den Potentialabfall Ä uber dem Ä Ubergitter grÄ o¼er werden als
die Minibandbreite (2eFd À ¢). In diesem Fall kÄ onnen die Bessel-Funktionen approximiert
werden durch [31]
6Wird die vereinfachende BeschrÄ ankung auf ein Miniband aufgegeben, kommt es zu einer Tunnelwahrschein-
lichkeit der elektronischen Wellenfunktion in das Kontinuum bzw. in gebundene ZustÄ ande hÄ oherer BÄ ander.
Dies bedeutet im Allgemeinen eine Verringerung der Lebenszeit des Wannier-Stark-Zustands. Das Tunneln
in ZustÄ ande hÄ oherer BÄ ander ist als Zener-E®ekt bekannt, der im Zusammenhang mit den experimentellen















An dieser NÄ aherung erkennt man die Lokalisierung der LadungstrÄ ager deutlich, da die Kom-
ponenten Jº mit wachsendem º drastisch abfallen. Das Spektrum diskreter Eigenenergien der
Elektronen wird als Wannier-Stark-Leiter bezeichnet und durch folgenden linearen Zusam-
menhang zwischen Energie und elektrischem Feld beschrieben [27]:
EnWS = E1 + nWSeFd; ¡N · nWS · +N: (2.30)
Analog kann das Spektrum fÄ ur die ZustÄ ande der LÄ ocher im Valenzband hergeleitet werden.
Welche energetischen Ä UbergÄ ange sind in optischen Experimenten durch Anregung von Elek-
tronen ins Leitungsband mÄ oglich? Im feldfreien Fall (Minibandbereich) beginnt (endet) die
Absorption bei der Energie, die dem Abstand der Oberkante (Unterkante) des n-ten Valenz-
minibandes zu der Unterkante (Oberkante) des n-ten Leitungsminibandes entspricht. Die Aus-
wahlregel ¢nWS = 0 ist zwar in niedrigster Ordnung wie im Fall isolierter QuantentÄ opfe
gÄ ultig, jedoch lassen sich experimentell beispielsweise auch Ä UbergÄ ange zwischen dem dritten
Schwerloch-Miniband und dem ersten Elektron-Miniband beobachten [11]. FÄ ur die im Rahmen
dieser Arbeit untersuchten GaAs/Al0:3Ga0:7As-Ä Ubergitterprobe wurden die EnergieÄ ubergÄ ange
in einem Zweibandmodell (d.h. unter BerÄ ucksichtigung der ersten beiden MinibÄ ander fÄ ur Elek-
tronen und LÄ ocher), das leichte LÄ ocher vernachlÄ assigt, bestimmt [21]: Bezeichne nh das n-te
Valenzminiband und ne das n-te Leitungsminiband, so liegen die Ä UbergÄ ange mit [nh;ne] = [1;1]
bzw. [2,2] zwischen ~!² [1.549eV, 1.572eV] bzw. [1.644eV, 1.729eV].
Wird ein elektrisches Feld angelegt, lassen sich im Absorptionsspektrum die Ä UbergÄ ange
der Wannier-Stark-Leiter identi¯zieren (Wannier-Stark-Bereich). Damit ein solcher Ä Ubergang
mÄ oglich ist, mÄ ussen die Wellenfunktionen von Elektron und Loch einen gewissen rÄ aumlichen
Ä Uberlapp besitzen. In Abbildung 2.12 sind mÄ ogliche Ä UbergÄ ange angedeutet, die durch den
jeweiligen Wannier-Stark-Index nWS gekennzeichnet sind.
Wie aus der Abbildung ersichtlich wird, sind rÄ aumlich direkte (mit nWS = 0 gekennzeichnet)
und rÄ aumlich indirekte (mit nWS = §1 gekennzeichnet) Ä UbergÄ ange mÄ oglich: Bei dem mit
nWS = 0 gekennzeichneten Ä Ubergang be¯ndet sich das Maximum der Wahrscheinlichkeitsdich-
te des Elektrons im selben Topf wie das des Lochs, das aufgrund seiner grÄ o¼eren Masse als
bereits lokalisiert betrachtet wird (Glg. (2.18)). Dies wird als Intrawell-Ä Ubergang bezeichnet.
Bei einem Interwell-Ä Ubergang hingegen be¯ndet sich das Maximum der elektronischen Aufent-
haltswahrscheinlichkeit nicht im selben Topf wie das des Lochs. Hat das Elektron sein Maxi-
mum im Quantentopf i und das Loch in Quantentopf j, so wird der Ä Ubergang mit dem Wannier-
Stark-Index nWS = i ¡ j gekennzeichnet. Hierbei werden Ä UbergÄ ange, deren Ä Ubergangsenergie
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Abbildung 2.12.: Wannier-Stark-Quantisierung: Aufspaltung in diskrete Energieniveaus. MÄ ogliche
Ä UbergÄ ange sind durch den Wannier-Stark-Index nWS gekennzeichnet. ([16] entnommen).
grÄ o¼er (geringer) ist als die des direkten Wannier-Stark-Ä Ubergangs, mit einem positiven (ne-
gativen) Index markiert. Um zu spezi¯zieren, welche ZustÄ ande des Valenzbandes beteiligt
sind, wird dem Wannier-Stark-Index die AbkÄ urzung hh bzw. lh fÄ ur Schwerloch- bzw. Leicht-
lochÄ ubergÄ ange vorangestellt. FÄ allt Ä uber dem gesamten Ä Ubergitter ein konstantes elektrisches
Feld ab, sind die Ä Ubergangsenergien fÄ ur einen Wannier-Stark-Index nWS unabhÄ angig von der
Lage eines Topfes im Ä Ubergitter und es gilt fÄ ur die Ä Ubergangsenergien EnWS:
EnWS(F) = E0(F) + nWSeFd; nWS = :::;¡1;0;+1;::: (2.31)
E0(F) ist die Intrawell-Ä Ubergangsenergie
E0(F) = Egap + E1e(F) + E1h(F); (2.32)
wobei Egap die BandlÄ ucke des Halbleitermaterials ist, aus dem die QuantentÄ opfe bestehen, und
E1e bzw. E1h die Einzelquantentopfenergie des Elektrons bzw. Lochs bezeichnet. Die Intrawell-
Energie weist aufgrund des Stark-E®ekts im Einzelquantentopf [32] eine FeldabhÄ angigkeit auf.
Sie hÄ angt quadratisch vom elektrischen Feld und in vierter Potenz von der Breite eines Quan-
tentopfes ab [33]. Da die QuantentÄ opfe in Ä Ubergittern, in denen die Wannier-Stark-Leiter
untersucht werden soll, sehr schmal sind (damit die Kopplung zwischen ihnen gro¼ ist), ist die
Stark-Verschiebung so gering, dass E0 als feldunabhÄ angig betrachtet werden kann [34]. Folglich
schieben die Wannier-Stark-Niveaus mit positivem Index gemÄ a¼ Gleichung 2.31 mit steigen-
der FeldstÄ arke proportional zu F zu hÄ oheren Energien, die Ä UbergÄ ange mit negativem Index
zu niedrigeren Energien. Die Anzahl der beobachteten Wannier-Stark-Ä UbergÄ ange gibt Auf-
schluss Ä uber die Ausdehnung der Wellenfunktionen der Elektronen: Da die LÄ ocher aufgrund
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ihrer grÄ o¼eren Masse schon bei niedrigeren Feldern stark lokalisiert sind, hÄ angt es von der
elektronischen Wellenfunktion ab, wie viele indirekte Ä UbergÄ ange mÄ oglich sind. Im Fall hoher
FeldstÄ arken weisen nur noch die Valenzband- und LeitungsbandzustÄ ande ein und desselben
Quantentopfes einen endlichen Ä Uberlapp auf, so dass lediglich Intrawell-Ä UbergÄ ange mÄ oglich
sind.
2.3.2. Wannier-Stark-Leiter mit Vielteilchen-E®ekten
Optische Experimente an Halbleiter-Ä Ubergittern, in denen die Wannier-Stark-Leiter sicht-
bar gemacht wird, beruhen auf der Erzeugung von Elektron-Loch-Paaren. Die Coulomb-
Wechselwirkung zwischen Elektronen und LÄ ochern fÄ uhrt zur Bildung von exzitonischen Ener-
gieniveaus unterhalb der Energien der Einteilchen-Ä UbergÄ ange (siehe Abschnitt 2.2.3). Es ist
daher zu erwarten, dass die beobachteten Wannier-Stark-Leitern durch exzitonische E®ekte
modi¯ziert werden. TatsÄ achlich zeigt der Vergleich experimenteller Daten [11, 29, 35] mit dem
Einteilchen-Modell Unterschiede, die auf die VernachlÄ assigung der Coulomb-Wechselwirkung
zwischen den LadungstrÄ agern zurÄ uckzufÄ uhren sind. Dignam und Sipe verÄ o®entlichten die er-
sten Berechnungen der exzitonischen Wannier-Stark-Leiter [36, 37]. Sie betonen, dass Exzito-
nen nach au¼en hin elektrisch neutral sind und deshalb der Hamilton-Operator auch in einem
elektrischen Feld F seine Translationssymmetrie beibehÄ alt. Im Folgenden wird die Theorie
von Dignam und Sipe, die interessante E®ekte wie die Absorptions-Asymmetrie bezÄ uglich
negativer und positiver Wannier-Stark-Indizes beschreibt, vorgestellt.
Der Hamilton-Operator fÄ ur die Bewegung eines Exzitons im Ä Ubergitter unter Ein°uss eines
konstanten elektrischen Feldes lautet [36, 37]:
H(xe;xh;r) = H0(xe;xh;r) + Ve(xe) + Vh(xh) + eFx; (2.33)
wobei Ve(xe) und Vh(xh) stÄ uckweise konstante Ä Ubergitterpotentiale fÄ ur Elektronen bzw. LÄ ocher

































Hierbei sind xe und xh die Elektron- bzw. Loch-x-Koordinaten (x ´ xe ¡ xh), r ist der
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Elektron-Loch-Abstand in der yz -Ebene. Die schichtabhÄ angige reduzierte e®ektive Elektron-
Loch-Masse mr in der yz -Ebene ist de¯niert durch mr(xe;xh)¡1 ´ mek(xe)¡1 + mhk(xh)¡1.
Die schichtabhÄ angige e®ektive Masse fÄ ur Elektron bzw. Loch in x-Richtung ist mit me;x(xe)
bzw. mh;x(xh) bezeichnet. ² steht fÄ ur eine mittlere statische DielektrizitÄ atskonstante der Struk-
tur. In diesem Modell wird die NichtparabolizitÄ at der BÄ ander und die Valenzbandkopplung7
nicht berÄ ucksichtigt, da diese E®ekte nur geringe Auswirkungen auf Exzitonbindungsenergien
und OszillatorstÄ arken haben.
Wie oben angedeutet ist der Hamilton-Operator des Exzitons auch in Anwesenheit eines elek-
trischen Feldes invariant unter Translationen der Elektron- und Lochkoordinate um nd, wobei
d die Ä Ubergitterperiode bezeichnet und n ganzzahlig ist. Demnach kann in Analogie zur Wel-













(r;xe ¡ nd;xh ¡ nd) (2.35)




zeichnet eine vom elektrischen Feld abhÄ angige Wannier-Funktion, die noch bestimmt werden
muss. Der Index n
0
WS steht fÄ ur eine diskrete Quantenzahl, die im Grenzfall hoher elektri-
scher Felder in das Einteilchen-Analogon, den Einteilchen Wannier-Stark-Index nWS, Ä ubergeht.
Die Wannier-Funktionen werden als Ä Uberlagerung von Exziton-Grundzustandsfunktionen (1s-














l Ál(r;xe ¡ nd;xh ¡ nd) (2.36)




l und der Grundzustandsfunktion des Exzitons wird in
[37] durchgefÄ uhrt. FÄ ur letztere existiert keine analytische LÄ osung, so dass sie mit Hilfe von
Variationsrechnung gefunden wird.
Verschiedene PeriodenlÄ angen d des Ä Ubergitters fÄ uhren zu qualitativ unterschiedlichen Ergeb-
nissen bezÄ uglich des Verlaufs der Ä Ubergangsenergien in AbhÄ angigkeit von der elektrischen
FeldstÄ arke, die OszillatorstÄ arken der exzitonischen ZustÄ ande und die Exzitonbindungsenergi-
en. In [37] sind die Ergebnisse fÄ ur GaAs/AlGaAs-Ä Ubergitter mit PeriodenlÄ angen von 20nm,
9nm, 6.5nm und 5nm zusammengestellt. Das in dieser Arbeit untersuchte Ä Ubergitter besitzt
eine Periode von 11.4nm. Im Folgenden werden Einsichten aufgefÄ uhrt, die aus der theoretischen
Behandlung der Ä Ubergitter mit 20nm und 9nm PeriodenlÄ ange gewonnen werden.
7Valenzbandkopplung fÄ uhrt zu der Mischung von Leicht- und SchwerlochzustÄ anden. Dieses Mischen verursacht
NichtparabolizitÄ aten in der Bandstruktur [12, 13].
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Abbildung 2.13.: Ergebnisse von Modellrechnungen [37] zur exzitonischen Wannier-Stark-Leiter eines
GaAs/Al0:35Ga0:65As-Ä Ubergitters mit 20nm PeriodenlÄ ange: Schwerloch-Exziton-Ä Ubergangsenergien als
Funktion des angelegten elektrischen Feldes.
Beim langperiodischen Gitter (d = 20nm) fÄ allt auf, dass im Gegensatz zum Einteilchen-Bild
der Abstand zwischen zwei Energieniveaus nicht eFd betrÄ agt, sondern vom Wannier-Stark-
Index nWS abhÄ angt (vgl. Abbildung 2.13). Der E®ekt der Coulomb-Wechselwirkung (und damit
die exzitonische (dimensionsabhÄ angige) Bindungsenergie Eex
nB;(D)) ist o®enbar verschieden fÄ ur
unterschiedliche Wannier-Stark-ZustÄ ande, was sich in einer Modi¯kation von Gleichung 2.31
ausdrÄ uckt, die zu
EnWS(F) = E0(F) ¡ Eex
nB;nWS(F) + nWS eFd (2.37)
wird. Die Exzitonbindungsenergien stellen sich fÄ ur Ä UbergÄ ange mit gleichen BetrÄ agen von nWS
als ungefÄ ahr gleich heraus: Eex
nB;nWS ¼ Eex
nB;¡nWS. Die Exzitonbindungsenergie ist bei lang-
periodischen Ä Ubergittern fÄ ur elektrische Felder bis zu 10kV/cm nahezu feldunabhÄ angig. Dies
kann auf die Tatsache zurÄ uckgefÄ uhrt werden, dass aufgrund der schwachen Kopplung zwischen
den QuantentÄ opfen die Wannier-Funktionen schon bei sehr kleinen Feldern nahezu vollstÄ andig
lokalisiert sind. Bei hohen elektrischen Feldern wird eine Verschiebung des 1shh0-Ä Ubergangs
(d.h. des Schwerloch-Elektron-Ä Ubergangs des Exzitons im Grundzustand) beobachtet, wie im
Inset von Abb. 2.13 zu sehen ist. Verantwortlich dafÄ ur ist der Quantum-Con¯ned-Stark-E®ekt
(QCSE) [32]. FÄ ur hÄ ohere Exzitonen (2s, 3s,...,nBs), nimmt die Bindungsenergie | analog
zu angeregten ZustÄ anden in einem Atom | mit steigendem nB immer mehr ab, so dass fÄ ur
nB ! 1 Gl. (2.37) in Gl. (2.31) Ä ubergeht. Die Einteilchen-Wannier-Stark-ZustÄ ande bilden
also den "Limit\ fÄ ur exzitonische Wannier-Stark-ZustÄ ande (fÄ ur nB ! 1), so dass man sie in
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diesem Sinne als "Kontinuum\ der entsprechenden exzitonischen ZustÄ ande bezeichnet.
In Abbildung 2.14 sind die 1shh-Exzitonenergien als eine Funktion des elektrischen Feldes
fÄ ur das kÄ urzer periodische Ä Ubergitter dargestellt. Wichtige Unterschiede zum lÄ anger peri-
odischen Ä Ubergitter sind vor allem auf die stÄ arkere Kopplung zwischen den PotentialtÄ opfen
zurÄ uckzufÄ uhren. Dies resultiert in einer stÄ arkeren Delokalisierung der exzitonischen Wellen-
funktion bei F = 0 und damit in einer FeldabhÄ angigkeit der Exzitonbindungsenergie Eex, fÄ ur
die nicht mehr gilt Eex
nWS ¼ Eex
¡nWS. Diese Asymmetrie bezÄ uglich der energetischen AbstÄ ande
vom nWS =0- Ä Ubergang (der nWS = ¡1- Ä Ubergang besitzt einen geringeren Abstand zu ihm als
der nWS = +1- Ä Ubergang) geht einher mit einer Asymmetrie der OszillatorstÄ arken: Die Dicke
der Linie in Abb. 2.14 ist proportional zur AbsorptionsstÄ arke des Ä Ubergangs. Die Absorpti-
onsstÄ arke, die umso grÄ o¼er ist je kleiner der Elektron-Loch-Abstand ist, ist fÄ ur die ZustÄ ande
mit Wannier-Stark-Index ¡nWS viel grÄ o¼er als fÄ ur ZustÄ ande mit Index +nWS. Die Asymmetrie
von Ä UbergÄ angen mit positiven und negativen Wannier-Stark-Indizes bezÄ uglich der energeti-
schen AbstÄ ande vom nWS=0- Ä Ubergang und die Asymmetrie in Bezug auf OszillatorstÄ arken
wird in dem Begri® der Absorptions-Asymmetrie zusammengefasst [38] und auch experimentell
beobachtet. Sie ist auf eine Asymmetrie in den Bindungsenergien der Wannier-Stark-ZustÄ ande
zurÄ uckzufÄ uhren, die in Abb. 2.15 dargestellt sind: Die Bindungsenergie erreicht fÄ ur ZustÄ ande
mit negativem Index ein Maximum genau bei den Feldern, bei denen das Maximum in der
Absorption auftritt. Die Bindungsenergien fÄ ur ZustÄ ande mit nWS > 0 liegen insgesamt etwas
tiefer als die korrespondierenden ZustÄ ande mit negativem nWS. Die Absorptions-Asymmetrie
ist demnach exzitonischer Natur und kann im Einteilchen-Bild nicht erklÄ art werden.
Au®Ä allig sind die vermiedenen Ä Uberkreuzungen (Anticrossings) fÄ ur F < 7kV/cm. Anticros-
sings entstehen, wenn sich ZustÄ ande energetisch nahe kommen und miteinander wechselwirken.
Ohne Wechselwirkung wÄ urden sie kreuzen; mit Wechselwirkung kommt es zur vermiedenen
Ä Uberkreuzung.
2.3.3. Bloch-Oszillationen
Ein elektrisches Feld fÄ uhrt neben der Ausbildung der Wannier-Stark-Leiter zu einem damit eng
verknÄ upften grundlegenden PhÄ anomen, den Bloch-Oszillationen. FÄ uhrt man sich das bekann-
te Ohmsche Gesetz vor Augen, so erscheint die Existenz von Bloch-Oszillationen besonders
Ä uberraschend, wenn nicht widersprÄ uchlich: Nach dem Ohmschen Gesetz erzeugt ein an einen
FestkÄ orper angelegtes elektrisches Feld eine Stromdichte, die sich proportional zur FeldstÄ arke
verhÄ alt. Bloch-Oszillationen sind oszillatorische Bewegungen, die Elektronen bei Anlegen ei-
nes elektrischen Feldes ausfÄ uhren - die LadungstrÄ ager besitzen keine konstante Driftgeschwin-
digkeit, die zum Stromtransport erforderlich ist, folglich verliert das Ohmsche Gesetz seine
GÄ ultigkeit. Dieses scheinbare Paradoxon wird durch den Hinweis auf die Grenzen makrosko-
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Abbildung 2.14.: Ergebnisse von Modellrechnungen [37] zur exzitonischen Wannier-Stark-Leiter ei-
nes GaAs/Al0:35Ga0:65As-Ä Ubergitters mit 9nm PeriodenlÄ ange: Schwerloch-Exziton-Ä Ubergangsenergien
als Funktion des angelegten elektrischen Feldes. Die Dicke der Linien ist proportional zur Absorpti-
onsstÄ arke.
Abbildung 2.15.: Schwerloch-Exzitonbindungsenergien fÄ ur die exzitonischen Wannier-Stark-Ä UbergÄ ange
mit den Indizes nWS = 0;§1;§2 als Funktion des angelegten elektrischen Feldes. [37] entnommen.
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pischer und quantenphysikalischer Beschreibung aufgelÄ ost: Bloch-Oszillationen resultieren aus
der perfekten PeriodizitÄ at des atomaren Potentials. GÄ abe es keine Streuprozesse, die die Oszil-
lationen unterdrÄ ucken und eine konstante Driftgeschwindigkeit hervorrufen, trÄ ate das Ohmsche
Gesetz nie in Kraft. Da mikroskopische Streuprozesse jedoch im Pikosekundenbereich erfolgen,
ist die Dynamik der Elektronen nur auf ultrakurzen Zeitskalen durch das quantenphysikalische
PhÄ anomen der Bloch-Oszillationen bestimmt.
Im Folgenden werden zwei AnsÄ atze zur ErklÄ arung von Bloch-Oszillationen erlÄ autert, die
sich als Ä aquivalent herausstellen. Im semiklassischen Bild werden die Elektronen als Bloch-
Elektronen in einem Potential mit zeitabhÄ angigem Wellenvektor k beschrieben. Im Wannier-
Stark-Bild ergeben sich Bloch-Oszillationen aus der zeitlichen Entwicklung einer Superposition
von Wannier-Stark-ZustÄ anden.
Semiklassische Beschreibung
Die Bewegung des Elektrons, dargestellt als Wellenpaket mit mittlerer Wellenzahl k, in Rich-








Die Wellenzahl k wÄ achst also in Richtung des Feldes linear mit der Zeit an. Nach Gleichung
(2.3) lÄ asst sich die mittlere Geschwindigkeit des Wellenpakets bestimmen, wenn die Disper-
sionsrelation E(k) bekannt ist. FÄ ur die kosinusfÄ ormige Dispersionsrelation der (Mini-)BÄ ander





Am Rand der Brillouin-Zone (bei ¼=d) ¯ndet eine Bragg-Re°exion statt, so dass das Wellen-
paket am anderen Rand der Brillouin-Zone (¡¼=d) wieder auftaucht. Durch die periodische











Dieser Oszillation im k-Raum entspricht auch eine Oszillation im Ortsraum, da die Ortsraum-
Geschwindigkeit mit dem Wellenvektor bzw. der Energie in Zusammenhang steht (siehe Glei-
chung (2.3)). Da die Oszillation rÄ aumlich durch die RÄ ander des verkippten (Mini-)Bandes









Die rÄ aumliche Oszillation verursacht ein zeitlich verÄ anderliches Dipolmoment, das mit der
Emission elektromagnetischer Strahlung einhergeht, die zum Nachweis der Oszillationen
dienen kann. Die Detektion von Bloch-Oszillationen in Volumenhalbleitern erweist sich
bisher als unmÄ oglich: Um eine Bloch-Oszillation zu beobachten, muss mindestens eine
vollstÄ andige Periode der Oszillation durchlaufen werden. Streuprozesse (Phononen, Ladungs-
trÄ ager-LadungstrÄ ager-Streuung) fÄ uhren zur ZerstÄ orung der Bloch-Oszillationen. Die Oszillati-
onsperiode muss demnach klein genug, d.h. die Bloch-Frequenz gro¼ genug sein, um Streu-
prozessen zu entgehen. Dies kann durch hohe elektrische FeldstÄ arken oder grÄ o¼ere Gitterpe-
rioden d erreicht werden. FÄ ur FestkÄ orper mit Gitterkonstanten im AngstrÄ om-Bereich liegen
die benÄ otigten FeldstÄ arken jenseits der ZerstÄ orungsschwelle der Probe. Erst durch die grÄ o¼ere
Gitterperiode des Ä Ubergitters im Vergleich zum Volumenmaterial kÄ onnen Bloch-Oszillationen
im THz-Bereich bereits bei wenigen kV/cm beobachtet werden. MÄ oglich ist dies mit optischen
Methoden wie Vierwellenmischen und elektro-optischen Verfahren ([39, 40, 41, 42, 43, 44, 45])
und mit zeitaufgelÄ osten Messungen der Terahertzemission von Bloch-oszillierenden Elektronen
([46, 47, 48, 49]).
Wannier-Stark-Bild
Im Rahmen des Wannier-Stark-Bildes entstehen Bloch-Oszillationen durch Quantenschwe-
bungen zwischen Wannier-Stark-ZustÄ anden. Eine Schwebung wird im allgemeinen durch ei-
ne Ä Uberlagerung von energetisch nahe beieinander liegenden ZustÄ anden hervorgerufen, wobei
die Schwebungsfrequenz durch die Energiedi®erenz zwischen den beiden ZustÄ anden bestimmt
ist. Demnach entsprechen Bloch-Oszillationen einer Quantenschwebung von (mindestens) zwei
Wannier-Stark-ZustÄ anden mit der Energiedi®erenz ~!B. Genauer gesagt sind es die elektro-
nischen Wellenfunktionen, die Ä uberlagert werden, so dass die resultierende Amplitude mit der
Bloch-Schwingungsfrequenz !B moduliert ist. Experimentell kann die kohÄ arente Ä Uberlagerung
der elektronischen Wellenfunktionen durch einen kurzen Laserpuls prÄ apariert werden, wenn
die spektrale Breite des Pulses ausreicht, um die gleichzeitige Population der gewÄ unschten
Wannier-Stark-ZustÄ ande zu erreichen. Meist werden die beiden ZustÄ ande mit der grÄ o¼ten Os-
zillatorstÄ arke angeregt, und zwar der direkte Schwerloch-Elektron-Ä Ubergang (hh0) und der
energetisch benachbarte, zu niedrigerer Energie verschobene hh¡1-Ä Ubergang.
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darstellen, wobei ~!n diejenige Energie ist, die fÄ ur einen InterbandÄ ubergang vom Loch- in
den n-ten Wannier-Stark-Zustand nÄ otig ist. Ä Uber den Erwartungswert der Ortskomponente in
Wachstumsrichtung (x-Richtung) ergibt sich die elektronische Intraband-Dipolmomentdichte
Pintra zu
Pintra = ¡ehÃ(t)jxjÃ(t)i: (2.43)




2apaq cos(!p ¡ !q)hÃpjxjÃqi; (2.44)
wobei ~(!p ¡ !q) der Energiedi®erenz zweier Wannier-Stark-ZustÄ ande entspricht und gemÄ a¼
Gleichung (2.31) durch (p ¡ q)eFd gegeben ist. Werden zwei benachbarte Ä UbergÄ ange ange-
regt, wie z.B. der hh0- und hh¡1- Ä Ubergang, so folgt fÄ ur die Kreisfrequenz der Intraband-
Polarisation !B = eFd=~. Derselbe Zusammenhang wurde bereits mittels semiklassischer
Ä Uberlegungen hergeleitet (Gleichung 2.40). Auch fÄ ur die rÄ aumliche Amplitude der Oszilla-
tion liefern die semiklassische Betrachtung und das Wannier-Stark-Bild dasselbe Ergebnis: Ein
Wellenpaket in einem Wannier-Stark-Zustand ist rÄ aumlich durch seine LokalisierungslÄ ange
(Gleichung 2.25) beschrÄ ankt, da die Wellenfunktion nicht Ä uber die Grenzen des Minibandes
hinaus exisitieren kann. Gleiches gilt auch fÄ ur die Oszillation des Wellenpaketes, folglich ist die
Amplitude der Oszillation ebenfalls durch die LokalisierungslÄ ange bestimmt, welche identisch
mit der im semiklassischen Bild gefundenen Amplitude (Gleichung (2.41)) ist. Im Hinblick auf
den Vergleich zwischen den im Rahmen dieser Arbeit durchgefÄ uhrten spektralen Messungen
und zeitaufgelÄ osten Experimenten, die zur Messung von Bloch-Oszillationen dienen, ist vor
allem das Wannier-Stark-Bild relevant: In spektralen Messungen wird die Existenz und Be-
scha®enheit von Wannier-Stark-Ä UbergÄ angen geprÄ uft, indem energetische Ä UbergÄ ange zwischen
ihnen detektiert werden. Damit geben spektrale Messungen Aufschluss Ä uber eine wichtige
Grundlage von Bloch-Oszillationen.
2.4. Landau-Quantisierung
2.4.1. Freie LadungstrÄ ager
Um die E®ekte eines Ä au¼eren Magnetfeldes B auf Halbleiter, insbesondere auf Ä Ubergitter,
zu verstehen, wird zunÄ achst das Verhalten freier LadungstrÄ ager (d.h. fÄ ur ein verschwinden-
des periodisches Potential) diskutiert, da sich die Resultate auf LadungstrÄ ager im Halbleiter
Ä ubertragen lassen.
362.4. Landau-Quantisierung
Bereits aus der klassischen Physik ist bekannt, dass ein Teilchen mit der elektrischen Ladung






linear von der StÄ arke des angelegten Feldes abhÄ angt und antiproportional zur Masse des Teil-
chens ist. Quantenmechanisch fÄ uhrt die Anwesenheit eines Magnetfeldes zur Ausbildung diskre-
ter Energieniveaus in der Richtung senkrecht zum Magnetfeld, in der die Lorentz-Kraft wirkt.
Die Berechnung dieser Energieniveaus erfolgte 1930 durch L. Landau [1]. Zu Beginn der
Ä Uberlegungen steht natÄ urlich die Aufstellung des Hamilton-Operators8. Wie in der klassischen
Theorie muss in Anwesenheit eines Magnetfeldes der kinetische Impuls m~ v durch die Di®erenz
von kanonischem Impuls ~ p und dem Produkt aus der Ladung e und dem Vektorpotential ~ A
(rot~ A = ~ B) ersetzt werden. Der Ä Ubergang von der klassischen Physik zur Quantenmechanik
erfolgt dadurch, dass statt des kanonischen Impulses der Operator ^ ~ p = ¡i~r verwendet wird.





^ ~ p ¡ e~ A
´2
: (2.46)
In allen weiteren Betrachtungen wird die Magnetfeldrichtung als z-Achse gewÄ ahlt. In Landau-




(^ px + eBy)2 + ^ p2
y + ^ p2
z
¤
Ã = EÃ : (2.47)
Da der Hamilton-Operator die Koordinaten x und z nicht explizit enthÄ alt, ist er mit ^ px und
^ pz vertauschbar. Dies bedeutet, dass die x- und z-Komponente des kanonischen Impulses Er-
haltungsgrÄ o¼en sind und der Separationsansatz Ã = exp[i(kxx + kzz)]Á(y) gerechtfertigt ist.
Da Az = 0 ist, ist die z-Komponente des kanonischen Impulses gleich der Komponente des
gewÄ ohnlichen kinetischen Impulses mvz und kann beliebige Werte annehmen: Die Bewegung in
Feldrichtung ist also nicht quantisiert. Der Separationsansatz fÄ uhrt auf die Bewegungsgleichung
















Á(y) = 0: (2.48)
Die LÄ osung dieser bekannten Gleichung ist in vielen LehrbÄ uchern zu ¯nden (siehe z.B. [51]).
Die Eigenfunktionen sind durch das Produkt einer Gaussfunktion und den hermiteschen Po-
8Die Ableitung der Energieniveaus im Magnetfeld erfolgt nach [50].
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ein Ma¼ fÄ ur die rÄ aumliche Ausdehnung der Wellenfunktion ist. Das Magnetfeld lokalisiert also
| wie auch das elektrische Feld | die LadungstrÄ ager. Im Unterschied zum elektrischen Feld
ist jedoch die magnetfeldinduzierte Lokalisierung unabhÄ angig von der Masse des Teilchens. Die
Eigenenergien ergeben sich zu













die klassische Zyklotronfrequenz ist. Die Energie der Bewegung senkrecht zur Feldrichtung ist
in AbstÄ anden von ~!c quantisiert, und man bezeichnet die entsprechenden Niveaus als Landau-
Niveaus mit Landau-Index nL. Der Anteil der Eigenenergie proportional zu kz berÄ ucksichtigt
die kinetische Energie parallel zur Magnetfeldrichtung. Die EinschrÄ ankung der Bewegung senk-
recht zur Feldrichtung bedeutet eine Reduktion der DimensionalitÄ at des Systems.
2.4.2. Volumenhalbleiter
Die Resultate lassen sich im Rahmen der E®ektivmassennÄ aherung und unter VernachlÄ assigung
der Coulomb-Wechselwirkung auch auf LadungstrÄ ager im Halbleiter Ä ubertragen. In einem
Halbleiter spaltet jeder Valenz- und jeder Leitungsbandzustand im Magnetfeld in Landau-
Niveaus, den sogenannten Landau-FÄ acher, auf. In Abbildung 2.16 ist diese Aufspaltung sche-
matisch dargestellt.
In magneto-optischen Experimenten sind Zyklotronresonanz-Ä UbergÄ ange (CR) zwischen be-
nachbarten Landau-Niveaus sowie Ä UbergÄ ange zwischen verschiedenen BÄ andern (Interband, IB)
mÄ oglich. Der energetische Abstand vergrÄ o¼ert sich mit steigendem B-Feld gemÄ a¼ Gleichung
(2.50). Da die Zyklotronfrequenz (und damit der Abstand der Landau-Niveaus) antipropor-
tional zur Masse der LadungstrÄ ager ist, liegen die Landau-Niveaus der schweren LÄ ocher sehr
viel dichter als die der Elektronen.
Unter der Annahme isotroper E®ektivmasse und unter VernachlÄ assigung der Coulomb-
Wechselwirkung sieht das Interband-Absorptionsspektrum eines Volumenhalbleiters so aus,
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Abbildung 2.16.: Schematische Darstellung der Landau-Niveaus von Elektronen und LÄ ochern.
MÄ ogliche Zyklotronresonanz-Ä UbergÄ ange (CR) und Interband-Ä UbergÄ ange (IB) sind angedeutet. Ent-
nommen aus [52].
wie in Abb. 2.17 dargestellt. In diesem isotropen Fall gilt die Auswahlregel fÄ ur Interband-
Ä UbergÄ ange ¢nL = 0.
Die Interpretation magneto-optischer Experimente ist deshalb so schwierig, weil in der Natur
(a) komplexe Bandstrukturen und damit anisotrope E®ektivmassen eine Rolle spielen und (b)
die Coulomb-Wechselwirkung berÄ ucksichtigt werden muss.
(a) Die Ä Anderung der e®ektiven Masse kann dazu fÄ uhren, dass sich die Energie der Landau-
Niveaus nicht linear im Magnetfeld entwickelt. Aufgrund der NichtparabolizitÄ at der MinibÄ ander
gilt die parabolische NÄ aherung nur in der Umgebung von k = 0, so dass die E®ektivmas-
sennÄ aherung nur in einem schmalen Energiebereich gÄ ultig bleibt. Wird im Hamilton-Operator
(Gleichung (2.46)) die anisotrope Masse dadurch berÄ ucksichtigt, dass der Faktor 1=2mi fÄ ur
alle Raumrichtungen i = x;y;z verschieden sein kann, so erhÄ alt man Landau-Niveaus, die vom
Wert der e®ektiven Masse abhÄ angen [53]. Die NichtparabolizitÄ at der MinibÄ ander ist also ein
Grund fÄ ur die nichtlineare AbhÄ angigkeit der Landau-Energien vom Magnetfeld.
(b) Die Coulomb-Wechselwirkung zwischen Elektron und Loch fÄ uhrt ebenfalls zur nichtlinearen
AbhÄ angigkeit der Landau-Energien vom Magnetfeld. Beispielsweise ergibt sich fÄ ur das unterste
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Abbildung 2.17.: Absorptionsspektrum eines Volumenhalbleiters im Magnetfeld unter Annahme einer
isotropen E®ektivmasse und unter VernachlÄ assigung der Coulomb-Wechselwirkung. Die durchbrochene
Linie markiert das Spektrum ohne Magnetfeld. [53] entnommen.








Die Coulomb-Wechselwirkung fÄ uhrt au¼erdem zur Ausbildung von Exzitonen, deren Verhalten
im externen Magnetfeld Ä aquivalent ist zum Verhalten des atomaren Wassersto®s. Eine exakte
analytische LÄ osung dieses Problems exisiert nicht, so dass es sinnvoll ist, sich die relative StÄ arke
des Ein°usses des Magnetfeldes gegenÄ uber der Coulomb-Wechselwirkung vor Augen zu fÄ uhren.





eingefÄ uhrt, das umgekehrt proportional zum Quadrat der Teilchenmasse ist. FÄ ur das Wasser-
sto®atom betrÄ agt dieses VerhÄ altnis bei einem Magnetfeld von B = 7T etwa ° = 3 ¢ 10¡5,
so dass die stÄ orungstheoretische Behandlung des Magnetfeldes gerechtfertigt ist. In Halblei-
tern erhÄ oht sich ° jedoch durch die viel kleinere reduzierte Masse des Elektron-Loch-Paares.
BerÄ ucksichtigt man ferner die Verkleinerung des Coulomb-Potentials durch die grÄ o¼ere relative
DielektrizitÄ atskonstante, so ergibt sich z.B. fÄ ur GaAs ein VerhÄ altnis von ° ¼ 1:3 [54]. Diese
Betrachtungen zeigen, dass in Halbleitern mit kleinen E®ektivmassen ein Ä au¼eres Magnetfeld
einen starken Ein°uss auf das System hat.
Der Hamilton-Operator fÄ ur Exzitonen im Magnetfeld, sogenannte Magnetoexzitonen, setzt sich
aus der Summe der Einteilchen-Operatoren fÄ ur Elektron und Loch und dem Coulomb-Potential
402.4. Landau-Quantisierung















²r²0j~ re ¡~ rhj
: (2.54)
Das Problem kann durch die EinfÄ uhrung von Relativkoordinaten vereinfacht werden. Betrach-
tet man nur direkte optische Ä UbergÄ ange, bei denen der Schwerpunktsimpuls verschwindet, so












Á = EÁ: (2.55)
Der Hamilton-Operator besteht aus drei Anteilen: Der erste Term entspricht der ki-
netischen Energie der Relativbewegung von Elektron und Loch, der zweite ihrer
Coulomb-Wechselwirkung. Der dritte Term mit quadratischer MagnetfeldabhÄ angigkeit fÄ uhrt
zur diamagnetischen Anhebung der Eigenenergien. Einen Ä Uberblick Ä uber verschiedene
LÄ osungsmÄ oglichkeiten dieser SchrÄ odinger-Gleichung bietet [53]. Insgesamt fÄ uhrt die Coulomb-
Wechselwirkung zur Ausbildung von exzitonischen Niveaus unterhalb der Einteilchen-Landau-
ZustÄ ande und zur Quantisierung des eindimensionalen Kontinuums in Magnetfeldrichtung, so
dass StreuzustÄ ande und gebundene ZustÄ ande in Magnetfeldrichtung vorliegen [53]. Der qua-
litative Verlauf der Absorption fÄ ur den Ä Ubergang zwischen dem untersten Valenz- und Lei-
tungssubband im Volumenhalbleiter ist in Abb. 2.18 fÄ ur ein relatives Magnetfeld von ° = 2
dargestellt [55].
2.4.3. Ä Ubergitter in elektrischen und magnetischen Feldern
Der E®ekt eines elektrischen Feldes in Wachstumsrichtung des Ä Ubergitters (x-Richtung) wur-
de in Abschnitt 2.3 diskutiert. Wird zudem ein magnetisches Feld angelegt, sind traditionell
zwei Feldkon¯gurationen mÄ oglich9: Steht das Magnetfeld in Wachstumsrichtung und damit
parallel zum elektrischen Feld in x-Richtung, kommt es zu einer magnetfeldinduzierten Lo-
kalisierung der LadungstrÄ ager in der yz -Ebene (parallel zu den Ä Ubergitterschichten). Somit
wird die DimensionalitÄ at des HalbleiterÄ ubergitters weiter reduziert: Das elektrische Feld loka-
lisiert die LadungstrÄ ager in x-Richtung und stellt damit eine quasi-zweidimensionale (d.h. 2-3
dimensionale) Situation her, da eine freie LadungstrÄ agerbewegung lediglich in der yz -Ebene
mÄ oglich ist. Das zusÄ atzliche Magnetfeld schrÄ ankt die Bewegung in der yz -Ebene ein, so dass
der Halbleiter bei genÄ ugend gro¼en FeldstÄ arken nur eine Dimension aufweist, Ä ahnlich wie ein
Quantendraht [59]. Bei genÄ ugend gro¼en elektrischen FeldstÄ arken sind die LadungstrÄ ager in
9Neuere Arbeiten untersuchen auch Feldkon¯gurationen, in denen B- und E- Feld nicht senkrecht oder parallel
zueinander stehen, sondern einen arbitrÄ aren Winkel einschlie¼en [56, 57, 58].
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Abbildung 2.18.: Berechneter Verlauf der Magnetoabsorption im Volumenhalbleiter fÄ ur ° = 2 nach
[55] ([24] entnommen). Die gestrichelte Kurve ergibt sich fÄ ur die Absorption unter VernachlÄ assigung
der Coulomb-Wechselwirkung.
einem Einzelquantentopf lokalisiert, der sich, vergleichbar mit einem Quantenpunkt [60], als
nulldimensional betrachten lÄ asst. In einem Ä Ubergitter kommt es demnach in AbhÄ angigkeit der
FeldstÄ arken zu einer null- bis eindimensionalen Situation, die in einem diskreten optischen
Spektrum resultiert [61]. Diese Geometrie wurde experimentell untersucht [5, 62]: Obwohl die
Wannier-Stark- und Landau-Quantisierung als entkoppelt betrachtet werden kÄ onnen, kommt es
aufgrund von Linienkreuzungen und vermiedenen Ä Uberkreuzungen zum komplexen Zusammen-
spiel der beiden Feldein°Ä usse. Auch der Fall des magnetischen Feldes in Wachstumsrichtung
ohne elektrisches Feld wurde theoretisch und experimentell untersucht [63].
In der zweiten Feldkon¯guration ist das Magnetfeld parallel zu den Ä Ubergitterschichten in
z-Richtung und damit senkrecht zum elektrischen Feld orientiert. Diese Kon¯guration wurde
fÄ ur die Experimente im Rahmen dieser Arbeit gewÄ ahlt und ist in Abbildung 2.19 dargestellt.
Sie lÄ asst eine besonders interessante Situation entstehen: Im Gegensatz zur erstgenannten
Geometrie lassen sich Wannier-Stark- und Landau-Quantisierung nicht als voneinander ent-
koppelt betrachten, da sowohl das Magnetfeld als auch das elektrische Feld die LadungstrÄ ager
in Wachstumsrichtung (x-Richtung) lokalisiert. Somit konkurrieren die beiden Felder um den
Ein°uss auf die EnergiezustÄ ande der LadungstrÄ ager im Ä Ubergitter.
Experimentelle Untersuchungen des Ein°usses eines Magnetfeldes parallel zu den
Ä Ubergitterschichten wurden ohne elektrisches Feld (F = 0) von Belle et al. [64] und mit








Abbildung 2.19.: Darstellung der in dieser Arbeit gewÄ ahlten Geometrie gekreuzter Felder: Das elek-
trische Feld F liegt in Wachstumsrichtung des Ä Ubergitters (x-Richtung) an, wÄ ahrend das Magnetfeld
B senkrecht dazu (z-Richtung) in der Ebene der Ä Ubergitterschichten orientiert ist.
retischen Berechnungen von Dignam und Sipe verglichen [66]. In diesen Rechnungen wer-
den jedoch die KontinuumszustÄ ande vernachlÄ assigt. Eine Theorie, die KontinuumszustÄ ande
berÄ ucksichtigt, wurde von S. M. Stepanow und S. Glutsch entworfen [6]. Ihre Modell-
rechnungen beziehen sich auf die Ä Ubergitterstruktur, die im Rahmen der vorliegenden Arbeit
untersucht wird. Die theoretischen Resultate von S. M. Stepanow und S. Glutsch wer-
den in den folgenden beiden Abschnitten (2.4.4 und 2.4.5) dargestellt und spÄ ater (Kapitel 4)
mit experimentellen Befunden verglichen. Ein Ergebnis der theoretischen Betrachtungen soll
hier aufgrund seiner Wichtigkeit vorweggenommen werden: In Anwesenheit eines elektrischen
Feldes in x-Richtung werden die LadungstrÄ ager in x-Richtung lokalisiert und es entstehen,
wie bereits beschrieben, Wannier-Stark-Niveaus. Das Magnetfeld in z-Richtung lokalisiert die
LadungstrÄ ager ebenfalls in x-Richtung; und die Theorie bestÄ atigt die naheliegende Vermutung:
Jeder Wannier-Stark-Zustand spaltet in einen Landau-FÄ acher auf.
2.4.4. Landau-Quantisierung im Einteilchen-Bild
Die magnetfeldinduzierten EnergiezustÄ ande lassen sich in einem Absorptionsspektrum identi-
¯zieren. Unter VernachlÄ assigung der Coulomb-Wechselwirkung ist der Absorptionskoe±zient
®(!) proportional zur Zustandsdichte D(!), die auch mit der AbkÄ urzung DOS bezeichnet
wird:
®(!) = !D(!)=(c0n); (2.56)
wobei c0 die Vakuumlichtgeschwindigkeit und n den Brechungsindex bezeichnet. Die Bestim-
mung der DOS erfordert die Berechnung der Eigenwerte des Hamilton-Operators des Problems.
Das Koordinatensystem ist wie oben festgelegt: Die Ä Ubergitter-Wachstumsrichtung wird als
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x-Richtung gewÄ ahlt; das elektrische Feld ist ~ F = F~ ex und das Magnetfeld ~ B = B~ ez. Das
periodische Ä Ubergitterpotential wird durch ein rechteckiges Potential10 We;h(x) modelliert,
wobei die BarrierenhÄ ohen fÄ ur Elektronen bzw. LÄ ocher 790meV bzw. 460meV betragen. Es
wird in dieser theoretischen Betrachtung die Existenz je zweier MinibÄ ander fÄ ur Elektronen
sowie LÄ ocher angenommen ("Zweibandmodell\). Ferner werden leichte LÄ ocher vernachlÄ assigt,
so dass mit der Bezeichnung "Loch\ immer das schwere Loch gemeint ist. So nimmt der
Hamilton-Operator folgende Form an:




















§ eF x + We;h(x) : (2.57)
Hierbei bezeichnen me;hx und me;hk die e®ektive Elektron- und Lochmasse in Wachstumsrich-
tung bzw. in der Ä Ubergitterebene. Die Elektronenmasse wird als isotrop angenommen11, d.h.
mex = mek = me(GaAs) und Valenzbandmischen vernachlÄ assigt. Eine weitere NÄ aherung ist
die Annahme, dass die LadungstrÄ agermassen in Barrieren- und Topfmaterial denselben Wert
annehmen.
Da ^ H mit den y¡ und z¡Komponenten des Impulses kommutiert, kann das Eigenwertproblem
mit Hilfe eines Separationsansatzes gelÄ ost werden.
Vor der Berechnung der DOS werden die Energiebereiche der ersten und zweiten MinibÄ ander
fÄ ur Elektronen und LÄ ocher berechnet: Das erste bzw. zweite elektronische Miniband liegt zwi-
schen 22.9 und 44.3meV bzw. 97.9 und 177.1meV. Die Energie des ersten bzw. zweiten Va-
lenzminibandes reicht von 6.9 bis 8.2meV bzw. von 27.5 bis 32.9meV. Diese Werte beziehen
sich jeweils auf die Bandkante des Leitungs- bzw. Valenzbandes. Mit diesen Parametern und
einer BandlÄ ucke von GaAs von 1.519meV kÄ onnen die Energiebereiche der Ä UbergÄ ange zwischen
Valenz- und Leitungsband ausgerechnet werden: Bezeichne nh das n-te Valenzminiband und
ne das n-te Leitungsminiband, so liegen die Ä UbergÄ ange mit [nh;ne] = [1;1] bzw. [2,2] zwischen
~! ² [1.549eV, 1.572eV] bzw. [1.644eV, 1.729eV].
Unter der ¯ktiven Annahme einer unendlichen Anzahl von Ä Ubergitterperioden wird die DOS
berechnet. In Abbildung 2.20 sind die Ergebnisse fÄ ur den Fall ohne elektrisches Feld dargestellt.
Der untere Teil der Abbildung zeigt einen Graustufen-Plot der GrÄ o¼e D
00
(!) = d2D(!)=d!2 als
Funktion der Photonenenergie ~! und des magnetischen Feldes. Die zweite Ableitung der DOS
bezÄ uglich der Energie wurde gebildet, um die Au°Ä osung zu vergrÄ o¼ern. ZusÄ atzlich verstÄ arkt
eine nichtlineare Darstellung schwÄ achere Ä UbergÄ ange. Bei der Berechnung wurde eine konstan-
10Da die potentielle Energie des Kristallpotentials unberÄ ucksichtigt bleibt, handelt es sich um eine "e®ektive
potentielle Energie\, die in der Theorie "Potential\ genannt wird.
11In die SchrÄ odinger-Gleichung geht eine in alle Raumrichtungen isotrope Elektronenmasse ein. Durch das
Ä Ubergitterpotential W resultiert eine Minibanddispersion, so dass die Elektronenmasse in Wachstumsrich-
tung einen anderen Wert annehmen kann als parallel zu den Schichten.
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Abbildung 2.20.: Ergebnisse der Theorie ohne Coulomb-Wechselwirkung [6, 21]: Graustufenplot (nicht-
lineare Skala) von D
00
(!) als Funktion der Photonenenergie ~! und Magnetfeld B fÄ ur F = 0. Deutlich
sind zwei Landau-FÄ acher zu erkennen, die bei 1.550eV und 1.645eV entspringen.
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te homgene Linienbreite von 1meV gewÄ ahlt, d.h. Linienverbreiterung durch Streuung ver-
nachlÄ assigt.
Sehr deutlich sind zwei Landau-FÄ acher zu erkennen, die bei ~! = 1:550eV bzw.
~! = 1:645eV entspringen. Diese Landau-FÄ acher entstehen aus den Ä UbergÄ angen zwischen
Valenz- und Leitungs-Miniband: Der erste Landau-FÄ acher bei 1.550eV stammt aus den
Miniband-Ä UbergÄ angen [nh;ne] = [1;1] und der zweite FÄ acher bei 1.645eV aus den Miniband-
Ä UbergÄ angen [nh;ne] = [2;2]. DarÄ uber hinaus sind schwÄ achere Ä UbergÄ ange sichtbar, die zu
Ä UbergÄ angen mit nh 6= ne gehÄ oren. Im Unterschied zu freien Teilchen (vgl. Gleichung (2.50)) zei-
gen die Landau-Niveaus keine lineare AbhÄ angigkeit vom Magnetfeld. Wie bereits beschrieben
(siehe Abschnitt 2.4.2), ist dies darauf zurÄ uckzufÄ uhren, dass die e®ektive Masse in Wachstums-
richtung von der nicht-parabolischen Miniband-Dispersion abhÄ angt.
Um die relativen GrÄ o¼en der Ä UbergÄ ange zu untersuchen, ist im oberen Teil von Abbildung
2.20 D(!) in linearer Darstellung zu sehen. ZunÄ achst fÄ allt auf, dass die schwachen Ä UbergÄ ange
zwischen verschiedenen MinibÄ andern keine Rolle spielen - die Region zwischen den MinibÄ andern
ist fast strukturlos. Betrachtet man die Entwicklung der Landau-Niveaus des 1. Minibandes
mit dem Magnetfeld, so erkennt man eine VergrÄ o¼erung der Linienbreite und schlie¼lich die
Verschmelzung mit dem Kontinuum. Dieses Verhalten wurde bereits von Belle beobachtet
[64] und von Maan semiklassisch erklÄ art [67].
Wird zusÄ atzlich zum Magnetfeld ein elektrisches Feld angelegt, ergibt sich eine kompliziertere
Situation, die in Abbildung 2.21 dargestellt ist.
Bei niedrigen magnetischen FeldstÄ arken wird die DOS durch Wannier-Stark-Ä UbergÄ ange ge-
prÄ agt. Der rÄ aumlich direkte Wannier-Stark-Ä Ubergang mit nWS = 0 entspringt in der Mitte des
Minibandes, d.h. fÄ ur das erste Miniband bei ca. 1.56eV. FÄ ur F = 10kV/cm und das erste Mini-
bandpaar sind Wannier-Stark-Ä UbergÄ ange nWS = ¡2;:::;+3 zu identi¯zieren. FÄ ur F = 5kV/cm
sind Wannier-Stark-Ä UbergÄ ange schwieriger aufzulÄ osen, da sie mit Franz-Keldysh-Oszillationen
interferieren [38].
In Anwesenheit eines Magnetfeldes verschieben sich diese Linien ungefÄ ahr quadratisch [65] zu
hÄ oheren Energien und es entstehen weitere Ä UbergÄ ange, die sich ebenfalls mit dem Magnetfeld
energetisch verschieben. Die Spektren legen das oben vorweggenommene wichtige Resultat
nahe, dass aus jedem Wannier-Stark-Zustand ein Landau-FÄ acher entspringt. Dies ist beson-
ders fÄ ur den nWS = 0- Ä Ubergang des ersten Minibandpaares bei F=10kV/cm zu sehen: FÄ ur
B ¸5T entspringen aus ihm die Ä UbergÄ ange (nWS;nL)=(0,0), (0,1), (0,2) und (0,3). (Auf
die Identi¯kation der Ä UbergÄ ange wird in Abschnitt 4.2.1 genauer eingegangen. In Abbildung
4.6 werden die Ä Ubergangsenergien als Funktion des Magnetfeldes aufgetragen und mit expe-
rimentellen Ergebinssen verglichen.) Ihre AbhÄ angigkeit vom magnetischen Feld ist zunÄ achst
nichtlinear, wird jedoch fÄ ur gro¼e B-Felder linear. FÄ ur gro¼e B-Felder und F = 10kV/cm sind
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Abbildung 2.21.: Ergebnisse der Theorie ohne Coulomb-Wechselwirkung [21]: Graustufenplot (nichtli-
neare Skala) von D
00
(!) als Funktion der Photonenenergie ~! und des Magnetfelds B fÄ ur F = 5kV/cm
und F = 10kV/cm. Die Grenzen der strukturlosen Ä Ubergangsbereiche sind mit schwarzen Pfeilen mar-
kiert. Es ist darauf zu achten, dass fÄ ur F = 10kV/cm die untere Grenze des Ä Ubergangsbereichs fÄ ur das
zweite Miniband unterhalb von B = 1T liegt und deshalb auf der Abbildung nicht zu sehen ist. Die
Bedingung fÄ ur den Ä Ubergangsbereich lautet ~!B = ~!C und ist mit wei¼en Linien gekennzeichnet.
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Landau-Niveaus sichtbar, die aus verschiedenen Wannier-Stark-ZustÄ anden entstanden sind,
nÄ amlich (nWS;nL)= (-2,0), (-1,0), (0,0), (1,0), (0,1), (1,1) und (0,2) (FÄ ur die Zuordnung der
Ä UbergÄ ange siehe Abschnitt 4.2.1).
Die Spektren zeigen einen weiteren interessanten Aspekt: Es entstehen nahezu strukturlose
Regionen, deren obere und untere Grenzen in Abbildung 2.21 durch schwarze Pfeile mar-
kiert sind. Die bei kleinem B-Feld starken Wannier-Stark-Linien verlieren bei ErhÄ ohung von
B an OszillatorstÄ arke, bis sie fast verschwinden. Es folgt eine strukturlose Region, die von
uns Ä Ubergangsbereich genannt wird. Bei weiterer ErhÄ ohung von B treten neue Strukturen her-
vor, die auf den Ein°uss des Magnetfeldes zurÄ uckzufÄ uhren sind | das elektrische Feld ist in
dieser Region schwach relativ zu B, so dass die magnetfeldinduzierte Quantisierung als domi-
nant betrachtet werden kann. Das elektrische Feld verursacht lediglich eine Polarisation des
Zustands, so dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeit gegenÄ uber dem Fall ohne E-Feld leicht
verschoben ist [65]. Es gibt demnach drei Bereiche des Spektrums: Der Wannier-Stark-Bereich
ist von diskreten Ä UbergÄ angen geprÄ agt, die durch den Ein°uss des elektrischen Feld entste-
hen. Diese verlieren mit steigendem B-Feld an OszillatorstÄ arke, so dass es zum strukturlosen
Ä Ubergangsbereich kommt. Bei weiterer ErhÄ ohung des B-Feldes entstehen wieder diskrete Linien,
die Landau-Charakter besitzen | das ist der Landau-Bereich.
Eine wichtige Fragestellung betri®t die Entstehung des Ä Ubergangsbereichs. Die strukturlose
Region ist insofern interessant, als Wannier-Stark- und Landau-Quantisierung allein jeweils
zu diskreten EnergiezustÄ anden fÄ uhren. Der Ursprung des kontinuierlichen, d.h. nahezu struk-
turlosen Ä Ubergangsbereichs ist demnach zunÄ achst rÄ atselhaft.
O®ensichtlich hÄ angt das Auftreten der strukturlosen Region vom relativen Wert des E- und
B-Feldes ab, denn fÄ ur 5kV/cm liegt sie bei kleineren Werten von B als fÄ ur 10kV/cm. Der
Ä Ubergangsbereich wurde bereits von Alexandrou et al. in einem GaAs/Ga0:65Al0:35As-
Ä Ubergitter beobachtet [65]. Diese Autoren geben eine Bedingung fÄ ur das Auftreten der struk-
turlosen Region an: Der Ä Ubergangsbereich be¯ndet sich ungefÄ ahrt dort, wo die energetische
Aufspaltung der Wannier-Stark-Niveaus ~!B = eFd dieselbe ist wie der Abstand der Landau-
Niveaus ~!C = ~eB=m, d.h.
~!B = ~!C: (2.58)
In Bezug auf Abbildung 2.21 untersuchen wir die Angemessenheit dieser Bedingung. Sie ist
durch wei¼e Linien markiert, deren Positionen wie folgt ermittelt werden: Um den Wert des Ma-
gnetfeldes zu berechnen, bei dem gemÄ a¼ (2.58) der Ä Ubergangsbereich auftritt, muss der Wert
der Masse des LadungstrÄ agers bestimmt werden, der in die Zyklotronfrequenz !C = eB=m
eingeht. Da das Elektron eine Zyklotronoszillation in der xy -Ebene ausfÄ uhrt, mÄ ussen Anteile
der Masse in x- und y-Richtung (d.h. in Wachstumsrichtung und parallel zu den Schichten)
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berÄ ucksichtigt werden, so dass die angemessene e®ektive Elektronmasse m¤ = pmek ¢ mex
ist [20]. FÄ ur das erste Miniband gilt mex = me(GaAs) = mek = 0:067m0, da die Massen in
Barrieren- und Topfmaterial als gleich angenommen werden. FÄ ur das zweite Miniband erge-
ben die Berechungen einen Wert von mex = 0:017m0. Dieser Wert weicht stark von dem des
Volumenmaterials ab: Das Elektron wird im zweiten Miniband am Rand der Brillouin-Zone
angeregt, wo die Abweichung der Dispersionsrelation vom Verlauf fÄ ur GaAs | aufgrund der
Kopplung der QuantentÄ opfe | besonders gro¼ ist. Im Gegensatz dazu erfÄ ahrt das Elektron im
ersten Miniband bei ~ k = 0 keine wesentliche Ä Anderung von der Dispersionsrelation fÄ ur GaAs.
Mit den angegebenen Werten der Massen stellt sich heraus, dass die Bedingung ~!B = ~!C
den Ä Ubergangsbereich tatsÄ achlich tre®end charakterisiert: In Abbildung 2.21 liegen die wei¼en
Linien innerhalb der durch schwarze Pfeile markierten Ä Ubergangsregionen.
Eine ErklÄ arung fÄ ur die Entstehung des strukturlosen Ä Ubergangsbereichs im Absorptionsspek-
trum gewinnen wir durch nÄ ahere Analyse von Abbildung 2.21. Betrachtet man das erste Mi-
nibandpaar fÄ ur konstantes F und steigendes B, erkennt man deutlich, wie die Anzahl der
Ä UbergÄ ange wÄ achst, wenn sich ~!C dem Wert von ~!B annÄ ahert. Es kommt zu Anticros-
sings, d.h. Wechselwirkung von ZustÄ anden, die sich energetisch annÄ ahern. Durch Anticros-
sings wird OszillatorstÄ arke auf mehrere ZustÄ ande verteilt: Die Landau-Ä UbergÄ ange nL = 1, die
aus jedem Wannier-Stark-Zustand entspringen, sind schwach, bis sie sich starken Ä UbergÄ angen
(nL = 0) annÄ ahern und von letzteren OszillatorstÄ arke "abzweigen\. Derselbe Mechanismus
ist bei hÄ oheren Landau-Niveaus von Wannier-Stark-Ä UbergÄ angen mit negativem nWS wirksam:
Wenn sie sich starken Ä UbergÄ angen nÄ ahern, geben letztere OszillatorstÄ arke an die schwÄ acheren
Ä UbergÄ ange weiter, die dadurch oft erst sichtbar werden.
Im Ä Ubergangsbereich ¯ndet demnach eine Verteilung von OszillatorstÄ arke auf viele ZustÄ ande
statt. Wird eine bestimmte Dichte an Absorptionslinien Ä uberschritten, sind individuelle Linien
nicht mehr unterscheidbar und das Spektrum wirkt strukturlos. Steigt das Magnetfeld wei-
ter an, werden wieder Strukturen sichtbar, da der energetische Abstand der Landau-Niveaus
wÄ achst, so dass individuelle Linien aufgelÄ ost werden kÄ onnen und darÄ uberhinaus starke Landau-
ZustÄ ande mit niedrigem Index Ä uber Wannier-Stark-ZustÄ ande zu dominieren beginnen. Bei ho-
hen Magnetfeldern Ä ahnelt das Spektrum einem typischen Zyklotronresonanz-Spektrum.
Der Strukturverlust ist beim zweiten Minibandpaar noch ausgeprÄ agter. Abbildung 2.21 legt
zwei GrÄ unde nahe: Erstens gibt es eine grÄ o¼ere Anzahl von Wannier-Stark-ZustÄ anden, da die
Wellenfunktion des Elektrons im 2. Miniband aufgrund der grÄ o¼eren Minibandbreite stÄ arker
delokalisiert ist als im 1. Miniband (vgl. Gleichung 2.25). Daraus entspringt eine grÄ o¼ere Anzahl
von Landau-ZustÄ anden, so dass aufgrund der vermehrten Anticrossings die OszillatorstÄ arke
noch stÄ arker verteilt wird als im Falle des 1. Minibandes. Zweitens gibt es einen Ein°uss von
ZustÄ anden des ersten Minibandes: Landau-Ä UbergÄ ange mit hohem Index sind schwach, bis sie
das zweite Miniband kreuzen und mit dessen ZustÄ anden wechselwirken. Der oben beschriebene
492. Physikalische Grundlagen
Mechanismus der Verteilung der OszillatorstÄ arke bei Anticrossings wird auch hier wirksam.
Zusammenfassend lÄ asst sich feststellen, dass der Strukturverlust im Ä Ubergangsbereich des
Absorptionsspektrums auf die Wechselwirkung einer wachsenden Anzahl von ZustÄ anden
zurÄ uckzufÄ uhren ist. Dies wird auch im Zusammenhang mit den experimentellen Spektren wie-
der aufgegri®en und bestÄ atigt.
2.4.5. Landau-Quantisierung mit Vielteilchen-E®ekten
Die wichtigsten Merkmale, die das Absorptionsspektrum unter BerÄ ucksichtigung der Coulomb-
Wechselwirkung vom Einteilchenspektrum unterscheiden, sind folgende: Es kommt, wie bereits
erwÄ ahnt, zur Ausbildung von exzitonischen ZustÄ anden unterhalb der Einteilchen-ZustÄ ande. Des
Weiteren wird die Kontinuumsabsorption stark erhÄ oht. Au¼erdem kÄ onnen durch die Coulomb-
Wechselwirkung diskrete ZustÄ ande mit KontinuumszustÄ anden koppeln, was zu asymmetrischen
Linienformen, den Fano-Resonanzen, fÄ uhrt, auf die im nÄ achsten Abschnitt (2.5) eingegangen
wird.
In Abbildung 2.22 ist das Absorptionsspektrum des in dieser Arbeit untersuchten Ä Ubergitters
fÄ ur verschiedene elektrische und magnetische Felder zu sehen. Da die numerischen Berech-
nungen sehr aufwÄ andig sind, konnten keine Graustufenplots Ä ahnlich denen ohne Coulomb-
Wechselwirkung erstellt werden, sondern das Magnetfeld wurde in 3T-Schritten variiert12.
Dieser Graph wird im Folgenden kurz beschrieben und in Kapitel 4 mit den experimentellen
Ergebnissen verglichen. FÄ ur F = 0 (Flachband-Situation) und B = 0 ist eine starke Lorentz-
Linie zu sehen, die dem Exziton-Grundzustand entspricht. HÄ ohere ExzitonzustÄ ande (2s, 3s
etc.) kÄ onnen nicht aufgelÄ ost werden, da ihr energetischer Abstand kleiner als die theoretisch
angenommene Linienbreite von 1meV ist. Sie verursachen ein Quasi-Kontinuum kurz unter-
halb der Bandkante (1.549eV). Die Kontinuumsabsorption Ä uber der BandlÄ ucke ist auf die freie
Bewegung in der Ä Ubergitterebene zurÄ uckzufÄ uhren.
Wird ein Magnetfeld angelegt, kommt es zur Landau-Quantisierung und zur energetischen
Verschiebung des Grundzustand-Exzitons. Letztere ist diamagnetisch, d.h. quadratisch, im
Gegensatz zum Fall ohne Coulomb-Wechselwirkung. Insgesamt ist das Spektrum fÄ ur F=0
nicht qualitativ verschieden von dem eines Volumenhalbleiters im Magnetfeld [59] oder vom
dem eines Ä Ubergitters mit magnetischem Feld in Wachstumsrichtung [63], wo die genannten
Eigenschaften ebenfalls beobachtet werden.
Betrachten wir den Fall F 6= 0: FÄ ur B = 0 sind Wannier-Stark-Ä UbergÄ ange zu sehen. Aufgrund
der Coulomb-Wechselwirkung sind sie nicht Ä aquidistant | diese Absorptions-Asymmetrie wur-
de in Abschnitt 2.3.2 beschrieben. Wird das magnetische Feld erhÄ oht, verlieren die Wannier-
12Die zugrundeliegende Theorie und die numerischen Methoden sind in [6] und [21] dargestellt.
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Abbildung 2.22.: Theoretisch berechnete Absorptionsspektren unter BerÄ ucksichtigung der Coulomb-
Wechselwirkung: Absorptionskoe±zient ®(!) als Funktion der Photonenenergie ~! fÄ ur die elektrischen
Felder F=0kV/cm, 5kV/cm und 10kV/cm (von links nach rechts) und magnetische Felder B=0T,
3T, 6T, 9T und 12T (von unten nach oben).
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Stark-Ä UbergÄ ange an OszillatorstÄ arke, bis sie nicht mehr einzeln aufzulÄ osen sind. Dies ist der
Strukturverlust im Absorptionsspektrum, der bereits unter VernachlÄ assigung der Coulomb-
Wechselwirkung in Abschnitt 2.4.4 beschrieben wurde. Auch in den Absorptionsspektren mit
Coulomb-Wechselwirkung ist zu erkennen, dass der Ä Ubergangsbereich fÄ ur F=5kV/cm schon
bei ca. B=3T auftritt, wÄ ahrend fÄ ur F=10kV/cm bei B=3T noch deutliche Wannier-Stark-
Strukturen zu sehen sind. FÄ ur F=10kV/cm wird der Ä Ubergangsbereich erst bei ca. 6T erreicht.
Entsprechend kommt es bei F=5kV/cm auch fÄ ur kleinere B-Felder als bei F=10kV/cm zur
Ausbildung von Landau-Niveaus. Der genaue Wert fÄ ur B, bei dem die Landau-Quantisierung
einsetzt, ist aufgrund der gro¼en Schritte von 3T schwer auszumachen. FÄ ur F=5kV/cm er-
kennt man jedoch bei 9T schon deutliche Strukturen, folglich setzt der Landau-Bereich bei ca.
7T einsetzt, wÄ ahrend das Spektrum bei F=10kV/cm fÄ ur 9T noch nicht sehr stark strukturiert
ist.
Ob Coulomb-E®ekte den Verlust der Struktur unterstÄ utzen, kann anhand der vorliegenden
Daten nicht mit Sicherheit gesagt werden. Es scheint zwar, als ob der Ä Ubergangsbereich ohne
Coulomb-Wechselwirkung (siehe Abb. 2.21) noch deutlichere Strukturen im Vergleich zu den
Spektren mit Coulomb-Wechselwirkung aufweist, allerdings ist zu beachten, dass in Abb. 2.21
die zweite Ableitung der DOS auf einer nichtlinearen Skala zur ErhÄ ohung der Au°Ä osung aufge-
tragen ist, so dass auch sehr schwache Signaturen verstÄ arkt hervortreten. Ein entsprechender
Graph unter BerÄ ucksichtigung der Coulomb-Wechselwirkung wurde, wie bereits erwÄ ahnt, auf-
grund des zu gro¼en Rechenaufwands nicht erstellt.
Au®Ä allig ist im theoretischen Absorptionsspektrum die Asymmetrie vieler Absorptionslini-
en. Besonders deutlich ist sie bei den Landau-Ä UbergÄ angen, aber auch bei den Wannier-
Stark-Ä UbergÄ angen fÄ ur F=10kV/cm und B=0T. Der Grund dieser Asymmetrie ist die Fano-
Resonanz, die Gegenstand des nÄ achsten Kapitels ist.
2.5. Fano-Resonanzen
Fano-Resonanzen (oder Fano-Interferenzen) resultieren aus der quantenmechanischen Kopp-
lung zwischen diskreten ZustÄ anden und energetisch entarteten KontinuumszustÄ anden [68]. Sind
optische Ä UbergÄ ange von einem Anfangszustand sowohl zu einem diskreten Zustand als auch
zu einem Kontinuumszustand mÄ oglich, manifestiert sich die Fano-Interferenz im Absorpti-
onsspektrum in einer asymmetrischen Linienform, dem sogenannten Fano-Beutler-Pro¯l [59].
Diese Asymmetrie lÄ a¼t sich veranschaulichen, indem die involvierten ZustÄ ande als gekoppelte
Oszillatoren betrachtet werden: BezÄ uglich der Resonanzenergie des diskreten Zustands gibt
es sowohl auf der Seite niedrigerer Energie als auch auf Seite hÄ oherer Energie Oszillatoren,
die das Kontinuum bilden. Schwingen sie auf der einen Seite in Phase mit dem Oszillator des
diskreten Zustands, und auf der anderen Seite gegenphasig, so kommt es auf der ersteren zu
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konstruktiver Interferenz, wÄ ahrend auf der anderen Seite destruktive Interferenz vorliegt [69].
Auf Seite der Energie, an der die Interferenz destruktiv ist, kommt es zu einem ausgeprÄ agten
Absorptionsminimum ("Dip\). Ein einfaches quantenmechanisches Modell ist im Anhang (A.2)
dargestellt.
Fano-Resonanzen werden in der Atomphysik im Kontext der Autoionisation diskutiert [70].
FÄ ur das Helium-Atom beispielsweise bedeutet Autoionisation den Zerfall in He++e¡, d.h.
ein Elektron besitzt einen gebundenen Zustand, der mit dem Kontinuumszustand des io-
nisierten Elektrons entartet ist. In Streuexperimenten manifestiert sich dieser Zustand als
asymmetrischer Peak im Anregungsspektrum. In Volumenhalbleitern werden gut ausgeprÄ agte
ExzitonzustÄ ande meist nur unterhalb der ersten Bandkante beobachtet, so dass es zu keiner
Fano-Resonanz kommen kann. In Ionenkristallen hingegen ¯ndet man hÄ au¯ger den Fall, dass
gut ausgeprÄ agte Exzitonen auf dem 2. Valenzband, das durch Spin-Bahn-Kopplung abgespal-
ten ist, sitzen. Hier kann es dann insbesondere durch die Austauschwechselwirkung zwischen
Elektron und Loch zur Fano-Resonanz kommen [71]. In Halbleitern kÄ onnen Fano-Resonanzen
durch Reduzierung der DimensionalitÄ at mÄ oglich werden [12]: Sie wurden in Experimenten an
GaAs/AlGaAs-QuantentÄ opfen [72] und an Volumen-GaAs im Magnetfeld [59] beobachtet.
Fano-Resonanzen in Halbleiter-Ä Ubergittern
Die Existenz von Fano-Resonanzen in Halbleiter-Ä Ubergittern wurden von Whittaker vor-
hergesagt [73]. Notwendige Bedingungen fÄ ur ihr Auftreten sind zum einen die Existenz einer
diskreten Resonanzenergie, die mit einem Kontinuum energetisch entartet ist, und zum anderen
die Kopplung zwischen dem diskreten Zustand und den KontinuumszustÄ anden. Inwiefern sind
diese Bedingungen in Ä Ubergittern erfÄ ullt? In Anwesenheit eines elektrischen Feldes sind die dis-
kreten Wannier-Stark Ä UbergÄ ange energetisch entartet mit KontinuumszustÄ anden niedrigerer
Ä UbergÄ ange, die aus der ungebundenen Bewegung in der Ebene der Ä Ubergitterschichten resultie-
ren, und werden durch die Coulomb-Wechselwirkung mit ihnen gekoppelt [73]. Die erste expe-
rimentelle Beobachtung von Fano-Resonanzen in einem Ä Ubergitter erfolgte durch Holfeld et
al. [69]. In Abbildung 2.23 sind die Absorptionsspektren dargestellt, die mittels Transmissions-
messungen an einem GaAs/Al0:2Ga0:7As-Ä Ubergitter (35 Perioden mit 6.7nm bzw. 1.7nm Topf-
bzw. Barrierenbreite) erhalten wurden. In Ä Ubereinstimmung mit der theoretischen Vorhersage
[73] (gestrichelte Linien) sieht man Fano-Linienpro¯le fÄ ur jeden Wannier-Stark-Zustand.
Im Rahmen dieser Arbeit werden ebenfalls elektrische Felder F an das Ä Ubergitter angelegt,
so dass Fano-Resonanzen, d.h. asymmetrische Linienformen der Wannier-Stark Ä UbergÄ ange,
erwartet werden. Auch im Fall F = 0 sollte es in Anwesenheit eines Magnetfeldes parallel zu
den Ä Ubergitterschichten zu Fano-Resonanzen kommen: Bei einem Magnetfeld in Wachstums-
richtung ist die Bewegung in der Ebene quantisiert, und es gibt kein Kontinuum, also auch
keine Fano-Resonanzen. Ist das Magnetfeld parallel zu den Ä Ubergitterschichten orientiert, ist
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Abbildung 2.23.: Durchgezogene Linien: Experimentelles Absorptionsspektrum eines 67/17-
Ä Ubergitters bei verschiedenen elektrischen Feldern. Gestrichelte Linien: Theoretisch berechnete Spek-
tren. [69] entnommen.
das System translationsinvariant in Richtung des Magnetfeldes, also gibt es in dieser Richtung
ein Kontinuum.
An dieser Stelle muss erwÄ ahnt werden, dass asymmetrische Linienformen im Absorptionsspek-
trum nicht notwendiger Weise auf Fano-Resonanzen zurÄ uckzufÄ uhren sind. Allein das Zusam-
menspiel der optischen Konstanten kann zu Asymmetrien im Absorptionsspektrum fÄ uhren:
Der komplexe Brechungsindex ist durch
~ n(!) =
p
²(!) = n(!) + i·(!) (2.59)
gegeben. Die dielektrische Funktion ² hat einen Real- und einen ImaginÄ arteil
²(!) = ²1(!) + i²2(!); (2.60)
wobei der ImaginÄ arteil durch
²2(!) = 2n(!)·(!) (2.61)
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gegeben ist und diejenige GrÄ o¼e darstellt, die am direktesten die quantenmechanische
Ä Ubergangswahrscheinlichkeit und die Zustandsdichten widerspiegelt. FÄ ur die einer Messung








Man darf nun aus einem beobachteten asymmetrischen Verlauf von ®(!) nicht ohne Weiteres
auf einen entsprechenden asymmetrischen Verlauf von ²2(!) schlie¼en. Der Grund dafÄ ur ist
der folgende: Selbst wenn in der Umgebung einer Resonanz ²2(!) symmetrisch verlÄ auft, ist
n(!) nicht symmetrisch (vgl. Abbildung 2.24). Da optische Messungen der Absorption oder
Re°exion sensitiv auf diese optischen GrÄ o¼en sind, kann eine asymmetrische Absorptionslinie
auch auf den asymmetrischen Verlauf des Brechungsindexes zurÄ uckgefÄ uhrt werden. In diesem
Fall ist wie bei der Fano-Resonanz Interferenz Grund fÄ ur die asymmetrische Linienform: Der
spektrale Verlauf des Brechungsindex ist durch die Interferenz der Amplituden der einlaufenden
und auslaufenden elektromagnetischen Wellen im Medium bestimmt. Bei der Fano-Resonanz
hingegen tritt Interferenz auf der Ebene der elektronischen Wellenfunktionen auf, ist also ein
quantenmechanischer E®ekt, der sich bereits in ²2(!) niederschlagen sollte.
a)
b)
Abbildung 2.24.: Spektraler Verlauf (a) des ImaginÄ arteils der dielektrischen Funktion und (b) des
Realteils des Brechungsindexes fÄ ur den Fall ohne (° = 0) und mit (° > 0) DÄ ampfung in der Umgebung
einer Resonanz !0. Nach [14].
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Ein Indikator, der darauf hinweist, ob es sich bei einer asymmetrischen Absorptionslinie um
eine Fano-Resonanz handelt, ist das 1s-Exziton. Ist dessen Linienform symmetrisch, rÄ uhren die
Asymmetrien der angeregten ZustÄ ande wahrscheinlich von einer Fano-Resonanz her, da sich
die durch optische GrÄ o¼en verursachte Asymmetrie auch bei dem 1s-Exziton zeigen mÄ usste.
In unserem Fall zeigt das 1s-Exziton tatsÄ achlich eine symmetrische Form, so dass das Zu-
sammenspiel der optischen Konstanten keine gro¼e Rolle zu spielen scheint. Der sogenannte
Untergrund-Brechungsindex von GaAs ist sehr hoch (n ¼3.35 [74]), so dass seine Modulation
an der Bandkante und die dadurch verursachte Asymmetrie nicht relevant sein dÄ urfte.
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Die im Rahmen dieser Arbeit durchgefÄ uhrten Messungen an HalbleiterÄ ubergittern erschlie¼en
die spektralen Eigenschaften der Probe und dienen somit zum einen dem Vergleich mit theo-
retisch berechneten Absorptionsspektren, zum anderen stellen sie eine Grundlage der zeitauf-
gelÄ osten Untersuchung von HalbleiterÄ ubergittern dar. In spektralen Messungen werden Anre-
gungsenergien und deren AbhÄ angigkeit von elektrischen und magnetischen Feldern studiert,
wobei in den hier prÄ asentierten Experimenten das elektrische und das magnetische Feld ge-
kreuzt sind, d.h. senkrecht zueinander stehen: Das elektrische Feld wird in Wachstumsrichtung
des Ä Ubergitters (x-Richtung), das magnetische Feld in der Ebene der Ä Ubergitterschichten (z-
Richtung) angelegt.
Im Rahmen dieser Arbeit werden Elektrore°exions- und Transmissionsexperimente durch-
gefÄ uhrt. Die Verwendung zweier unterschiedlicher Methoden hat mehrere GrÄ unde: Zum einen
bieten sich beide Techniken an, um die vorhandene apparative Ausstattung gleichzeitig zu den
zeitaufgelÄ osten Messungen auch fÄ ur spektralaufgelÄ oste Messungen zu nutzen [75]. Zum anderen
lassen sich durch jede der beiden Methoden wertvolle Informationen gewinnen: Transmissions-
spektren kÄ onnen direkt mit theoretischen Absorptionsspektren verglichen werden, insbesondere
auch in Hinsicht auf Linienformen. Allerdings ist der PrÄ aparationsprozess bei Transmissions-
proben, der in Abschnitt 3.2.2 beschrieben wird, sehr schwierig, so dass uns lange Zeit keine
geeignete Probe zur VerfÄ ugung stand. Deshalb wurden zuerst Elektrore°exionsexperimente
durchgefÄ uhrt, die Aufschluss Ä uber die AbhÄ angigkeit der Ä Ubergangsenergien vom elektrischen
und magnetischen Feld liefern und globale Eigenschaften der Spektren fÄ ur verschiedene rela-
tive Werte von elektrischem und magnetischem Feld klar zutage treten lassen. Im Folgenden
werden die Vorteile und Schwierigkeiten beider Methoden, anschlie¼end der Aufbau und die
DurchfÄ uhrung der Experimente, beschrieben.
Die Elektrore°exionsspektroskopie gehÄ ort zu den Modulationstechniken [76]. Die zugrunde-
liegende Idee der Modulationsspektroskopie ist die folgende: Anstatt ein optisches Spektrum
direkt aufzunehmen, wird die Ableitung bezÄ uglich eines gewÄ ahlten Parameters gemessen. Er-
reicht wird dies, indem ein Parameter des Messsystems periodisch moduliert und die verursach-
te Ä Anderung in den optischen Eigenschaften gemessen wird. Die in den Spektren sichtbaren
Strukturen besitzen demnach Ableitungscharakter. Elektrore°exion (ER) nutzt die Modulati-
on des extern angelegten elektrischen Feldes, um VerÄ anderungen der dielektrischen Funktion
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der Probe hervorzurufen, die sich wiederum in messbaren optischen Signaturen niederschlagen.
Detektiert wird die spektral aufgelÄ oste Ä Anderung in der Re°exion des Lichtes [46]. Die ersten
experimentellen Ergebnisse der Untersuchung von Ä Ubergittern mit ER-Spektroskopie werden
in [30] prÄ asentiert. Ein Vorteil dieser Methode ist die gute QualitÄ at der Spektren (d.h. hohes
Signal-zu-Rausch-VerhÄ altnis) und die gro¼e SensitivitÄ at, so dass auch schwache Signaturen des
Spektrums sichtbar werden [77, 78]. Eine Schwierigkeit, die mit der Interpretation von ER-
Spektren verbunden ist, betri®t die Energien der Wannier-Stark- bzw. Landau-Ä UbergÄ ange: Die
Ä Ubergangsenergien sind nicht ohne Weiteres aus den ableitungsÄ ahnlichen Strukturen des Spek-
trums abzulesen. Das Vorgehen zu ihrer Bestimmung wird in Abschnitt 4.2 beschrieben. Eine
Analyse der IntensitÄ at und Linienformen wird im Rahmen dieser Arbeit nicht durchgefÄ uhrt1,
da zu diesem Zweck Transmissionsspektren zur VerfÄ ugung stehen. Aus diesem Grund ist es
nicht notwendig, eine Normalisierung der Spektren bezÄ uglich der spekralen Form des anregen-
den Laserpulses durchzufÄ uhren.
Bei den Transmissionsexperimenten wird der transmittierte Lichtpuls spektral aufgelÄ ost detek-
tiert. Bei dieser Methode wird eine Normalisierung des Signals bezÄ uglich der spektralen Form
des anregenden Laserpulses vorgenommen, um Aussagen Ä uber IntensitÄ at und Linienformen der
Absorptionslinien tre®en zu kÄ onnen [79]. Das gemessene transmittierte Signal lÄ asst direkt auf
das Absorptionsverhalten der Probe schlie¼en, da der Logarithmus der gemessenen Transmissi-
on ungefÄ ahr proportional zum Absorptionskoe±zienten ist2. Mittels Transmissionsmessungen
lassen sich demnach Absortionsspektren erhalten, die direkt mit theoretisch berechneten Ab-
sorptionsspektren vergleichbar sind.
Ein Hindernis bei der Analyse der Absorptionssspektren sind Fabry-Perot-Interferenzen: In-
terne Re°exionen in der Probe fÄ uhren zu Interferenze®ekten, die eine Modulation des Signals
hervorrufen. Im Gegensatz zu den ER-Messungen ist dieser E®ekt bei den Transmissions-
messungen gro¼, da das Substrat der Transmissionsprobe durch Ä Atzen entfernt wurde (siehe
Abschnitt 3.2.2), und deshalb die gro¼e Di®erenz der Brechungsindizes von Probe und Luft
starke Auswirkung hat.
1Eine solche Analyse unter Verwendung analytischer und aufwÄ andiger numerischer Methoden ¯ndet sich in
[35].
2Sei I0(!) die auf die Probe auftre®ende LichtintensitÄ at, T(!) die gemessene Transmission und R(!) / I0(!)
das Referenzsignal. Da die transmittierten Werte bei Absorptionslinien negativ sind, wird zunÄ achst das
Inverse des Transmissionssignals gebildet. Dann gilt der Zusammenhang zwischen der Transmission T(!)
und dem Absorptionskoe±zient ®(!):
(¡T(!)) = I0(!) exp(¡®(!)d) ) ln(¡T(!)) / ®(!): (3.1)
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3.1. Messaufbau und DurchfÄ uhrung der Experimente
3.1.1. Apparative Ausstattung
Der Laser
Die im Rahmen dieser Arbeit behandelten Experimente werden mit Hilfe eines kommerzi-
ell erhÄ altlichen Lasersystems, das aus einem diodengepumpten FestkÄ orperlaser3 und einem
Ti:Saphir-Laser4 besteht, durchgefÄ uhrt. Der mit Titan dotierte Saphirkristall fungiert als La-
sermedium und wird durch den im Dauerstrichbetrieb laufenden FestkÄ orperlaser mit 5W Aus-
gangsleistung gepumpt. Das VerstÄ arkungsspektrum des Titan-Saphirkristalls reicht von 700-
1000nm und gewÄ ahrleistet somit die VerstÄ arkung eines Spektrums mit einer Halbwertsbreite
(englisch: full width at half maximum, FWHM) von 20nm bei wÄ ahlbarer ZentralwellenlÄ ange.
Die Untersuchung dynamischer Prozesse erfordert eine zeitau°Ä osende Spektroskopie, deren
au°Ä osbares Zeitintervall ¢t klein ist gegen die Dauer T des untersuchten Prozesses. Der ver-
wendete Laser ermÄ oglicht die Untersuchung von VorgÄ angen im Subpikosekundenbereich, da er
Lichtpulse von 50-120fs Dauer erzeugen kann. Das Prinzip der Pulserzeugung ist die Phasen-
kopplung zwischen vielen, gleichzeitig im Resonator oszillierenden Lasermoden. Die Kopplung
wird erreicht durch Ausnutzen der "Selbst-Phasen-Modulation\ [80]. Nach jedem Umlauf eines
Pulses, der durch ResonatorlÄ ange und Lichtgeschwindigkeit festgelegt ist, verlÄ asst ein Puls den
Resonator. Die Wiederholrate des verwendeten Lasers betrÄ agt 86 MHz.
Die Elektrore°exions- und Transmissionsexperimente dienen nicht zur zeitaufgelÄ osten Mes-
sung, bieten sich jedoch an, um die vorhandene apparative Ausstattung auch fÄ ur spektral
aufgelÄ oste Messungen zu nutzen [75]. Prinzipiell wÄ are als Lichtquelle auch die Verwendung
einer Lampe denkbar, deren Licht die Probe kontinuierlich beleuchtet5. Entscheidend fÄ ur die
Aufnahme der Spektren ist, dass eine Anregung der LadungstrÄ ager in einem spektralen Bereich
von 785-810nm (dies entspricht einem energetischen Bereich von 1.53 - 1.57eV) mÄ oglich ist.
Diese Bedingung wird von den kurzen Pulsen des Lasers erfÄ ullt, so dass er der Lampe vorgezo-
gen wird, bietet er doch den Vorteil hÄ oherer LichtintensitÄ at und ermÄ oglicht damit rauschÄ armere
Messungen.
FÄ ur zeitaufgelÄ oste Messungen wird das Laserlicht mit Hilfe eines Strahlteilers in einen stÄ arkeren
Anrege-Puls (englisch: Pump) und einen schwÄ acheren Abfrage-Puls (englisch: Probe) geteilt.
Zur DurchfÄ uhrung der Elektrore°exions- und Transmissionsexperimente wird das Licht des
Anrege-Strahls abgeblockt und nur der schwÄ achere Abfrage-Strahl verwendet. Seine mittlere
Leistung betrÄ agt ca. 2mW.
3Millenia, Spectra Physics, USA
4Tsunami, Spectra Physics, USA
5Zur Aufnahme von Fotostromspektren dient in [54] beispielsweise eine Halogenlampe.
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Der Magnetkryostat
FÄ ur alle im Rahmen dieser Arbeit durchgefÄ uhrten Messungen muss eine Probentemperatur
von ca. 10K herrschen, um stÄ orende thermische E®ekte zu minimieren. Ferner mÄ ussen fÄ ur
magnetfeldabhÄ angige Messungen Magnetfelder angelegt werden kÄ onnen. Beide experimentel-
len Bedingungen werden von unserem Helium-Durch°usskryostat6 erfÄ ullt. Durch konstanten
Helium-Gas°uss im Probenraum und gleichzeitiges Heizen am Probenstab wird die Proben-
temperatur geregelt und kann zwischen 300K und 4K eingestellt werden. Das Magnetsystem
verfÄ ugt Ä uber einen Sticksto®- und einen Heliumtank, die durch ein Zwischenvakuum vonein-
ander isoliert sind. Eine regelmÄ a¼ige BefÄ ullung der Tanks ist erforderlich. Innerhalb des Heli-
umtanks be¯nden sich supraleitende Spulen, die homogene Magnetfelder im Probenraum bis
8T ermÄ oglichen.
Der Monochromator
Um das Transmissions- und Re°exionsverhalten der Probe in AbhÄ angigkeit der Anregungswel-
lenlÄ ange zu studieren, muss der Laserpuls spektral zerlegt werden. Dazu dient ein Gittermo-
nochromator7 von 48cm FokuslÄ ange. Er kann entweder manuell Ä uber ein KontrollgerÄ at oder
Ä uber eine serielle Schnittstelle (RS-232) vom Rechner gesteuert werden. Das Laserlicht tri®t
nach Eintritt in den Monochromator Ä uber einen Planspiegel auf einen Hohlspiegel, der es zu
einem parallelen LichtbÄ undel formt und auf das Gitter lenkt. Dieses besteht aus vielen gera-
den Furchen, die das einfallende Licht re°ektieren. Die einzelnen Furchen kÄ onnen als kohÄ arente
Lichtquellen angesehen werden, deren re°ektierte Anteile je nach Richtung und WellenlÄ ange
konstruktiv oder destruktiv interferieren. Das monochromatische Licht wird Ä uber einen Hohl-
spiegel und einen Planspiegel zum Austrittsspalt geleitet.










Dabei bezeichnet b die Spaltbreite des Monochromators, f seine FokuslÄ ange, a die Breite seiner
begrenzenden Apertur und d¸/dx seine lineare Dispersion. Es wurde das Gitter mit 1200g/mm
verwendet (g steht fÄ ur Gitterfurchen, englisch: grooves). FÄ ur d¸/dx gilt 1.6nm/mm. FÄ ur den
bei den Messungen betrachteten WellenlÄ angenbereich bei ¸ = 800nm wird fÄ ur die verwendeten
Spaltbreiten von 100¹m und 200¹m eine theoretische spektrale Au°Ä osung von 0.16nm bzw.
0.32nm (entsprechend 0.32meV und 0.64meV) berechnet. Die experimentelle Ä UberprÄ ufung
der theoretischen spektralen Au°Ä osung ergab Abweichungen von ca. 20% [54], so dass bei
6Oxford Instruments, Spectromag
7CVI, DigikrÄ om DK480, 300g/mm bzw. 1200g/mm
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den verwendeten Spaltbreiten 0.22nm bzw. 0.38nm (entsprechend 0.43meV bzw. 0.73meV)
aufgelÄ ost werden kÄ onnen.
Die WellenlÄ angenkalibrierung erfolgt mit einer Natrium- oder Xenonlampe. Obwohl der Mo-
nochromator prinzipiell wellenlÄ angenstabil lÄ auft (Ä Anderungen von nur ca. 0.02nm wÄ ahrend












Abbildung 3.1.: Schematische Darstellung des Messplatzes fÄ ur die Elektrore°exionsmessungen.
Abbildung 3.1 zeigt schematisch den Aufbau, der zur Messung der Elektrore°exionsspektren
verwendet wurde. Der Laserstrahl, der nÄ aherungsweise als paralleles LichtbÄ undel betrachtet
werden kann, wird mit Hilfe einer justierbaren Linse (Brennweite 20cm) auf die Probe abge-
bildet, die sich im Kryostat be¯ndet. Vor der Linse kann die IntensitÄ at des Strahls und damit
die Anregungsleistung mit Hilfe eines variablen Grau¯lters reguliert werden. In unseren Expe-
rimenten betrÄ agt sie ca. 2mW. Der beleuchtete Fleck auf der Probe hat die Form einer Ellipse
mit den Halbachsen a = 230¹m und b = 290¹m. Daraus ergibt sich eine Anregungsdichte8
von 2 ¢ 1014 cm¡3. Die Probe bildet mit dem Strahl einen Winkel von 45±, so dass der re°ek-
tierte Strahl das Seitenfenster des Kryostaten verlÄ asst. Er durchlÄ auft den Monochromator und
wird dann mit einer kurzbrennweitigen Linse auf einen Si-Detektor fokussiert. Die Vorspan-
8Die Berechnung der Anregungsdichte wird im Anhang A.3 vorgefÄ uhrt.
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nung, die an der Probe anliegt, wird von einem Funktionsgenerator bereitgestellt. Er sorgt
fÄ ur eine sinusfÄ ormige Modulation der Vorspannung mit geringer Amplitude (50mV) und ei-
ner Frequenz von 10kHz um einen interessierenden Spannungswert U0. Da die Modulation der
Amplitude klein gegen die angelegte Vorspannung ist, ist auch die Bezeichnung "di®erentielle\
Elektrore°exion gebrÄ auchlich.
Zur Verbesserung des Signal-zu-Rausch-VerhÄ altnisses wird ein Lock-In-VerstÄ arker eingesetzt.
Der Funktionsgenerator stellt mit der Modulationsfrequenz der Vorspannung die Referenzfre-
quenz fÄ ur den Lock-In-VerstÄ arker bereit. Alle SignalbeitrÄ age mit anderen Frequenzen als der
Modulationsfrequenz werden stark unterdrÄ uckt, so dass ein Signal-zu-Rausch-VerhÄ altnis von
100:1 (Peak zu Peak) erreicht wird.
Das Messsignal gelangt vom Detektor Ä uber den Lock-In-VerstÄ arker zum Messrechner, der auch
den Monochromator steuert. Gemessen wird das Signal, das auf der Modulationsfrequenz der
Vorspannung liegt, das hei¼t die Ä Anderung der Re°exion mit der Ä Anderung der Vorspannung.
Der letztlich interessierende Parameter ist das elektrische Feld F, das an dem Ä Ubergitter
anliegt. Der Zusammenhang zwischen F und der externen Vorspannung wird weiter unten
erlÄ autert (siehe Gleichung 3.3). Das Messsignal entspricht demnach der Ä Anderung der Re°e-
xion mit der Ä Anderung des elektrischen Feldes, wobei die Ä Anderungen di®erentiell klein sind:
dR=dF.
DurchfÄ uhrung der Experimente
Vor der Messung wÄ ahlt man im Messprogramm Start- und EndwellenlÄ ange des Monochroma-
tors, dessen Spaltbreite, die Schrittweite zwischen der Aufnahme zweier Messpunkte, die War-
tezeit twarten vor Aufnahme eines Messpunktes, die Zeitkonstante tc des Lock-In-VerstÄ arkers
sowie dessen SensitivitÄ at, ebenso die Anzahl der MessdurchlÄ aufe (Scans), Ä uber die das Spek-
trum gemittelt wird. Es wurden sowohl vorspannungsabhÄ angige Messungen bei konstantem
Magnetfeld (9 Messreihen fÄ ur 0, 1,..., 8T) als auch magnetfeldabhÄ angige Messungen bei kon-
stanter Vorspannung (d.h. konstantem elektrischem Feld) durchgefÄ uhrt. Alle experimentellen
Parameter sind in den Tabellen 3.1 und 3.2 in der Ä Ubersicht zusammengestellt.
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Parameter










SensitivitÄ at (Lock-In) 100¹V
Spaltbreite d. Monochromators 200¹m
spektrale Au°Ä osung 0.38nm bzw. 0.73meV
Anzahl der Scans 1
Tabelle 3.1.: Parameter fÄ ur die vorspannungsabhÄ angigen Elektrore°exionsmessungen bei konstantem
Magnetfeld. Es wurden 9 Messreihen fÄ ur 0, 1,..., 8T aufgenommen.
Parameter




B 0T; 0.25T; 0.5T;...8T
TProbe 10K





SensitivitÄ at (Lock-In) 500¹V
Spaltbreite d. Monochromators 200¹m
spektrale Au°Ä osung 0.38nm bzw. 0.73meV
Anzahl der Scans 1
















Abbildung 3.2.: Schematische Darstellung des Messplatzes fÄ ur die Transmissionsmessungen.
Der experimentelle Aufbau fÄ ur die Transmissionsmessungen ist in Abb. 3.2 schematisch darge-
stellt. Im Lichtstrahl be¯ndet sich ein mechanischer Lichtzerhacker (englisch: Chopper)9, der
den Strahl periodisch unterbricht und das Referenzsignal fÄ ur einen Lock-In-VerstÄ arker bereit-
stellt. Es wird ein Signal-zu-Rausch-VerhÄ altnis von 60:1 (Peak zu Peak) erreicht.
Um ein Transmissionsspektrum zu erhalten, das unabhÄ angig von der spektralen Form des
Laserpulses ist, wird eine Normalisierung des transmittierten Signals vorgenommen: Der La-
serstrahl wird mit Hilfe eines Strahlteilers in einen Referenz- und einen Messstrahl geteilt. Der
Messtrahl wird mit einer Sammellinse (Brennweite 20cm) auf die Probe fokussiert, die sich im
Kryostat be¯ndet. Die Anregungsleitung wird durch einen variablen Grau¯lter eingestellt und
betrÄ agt wie bei den Elektrore°exionsmessungen 2mW, so dass sich die Anregungsdichte eben-
falls zu 2¢1014 cm¡3 errechnet. Der Referenzstrahl wird au¼en um den Kryostat herumgefÄ uhrt.
Beide Strahlen tre®en in einem vertikalen Abstand von ca. 5mm auf den Eintrittsspalt des
Monochromators. Hinter dem Monochromator werden sie separat auf je einen Detektor fokus-
siert. Die Signale der Detektoren werden Ä uber je einen Lock-In-VerstÄ arker an den Messrechner
weitergeleitet, der auch den Monochromator steuert. Das Messprogramm dividiert das Trans-
missionssignal durch das Referenzspektrum, so dass das normalisierte Spektrum weitgehend
unabhÄ angig von der Form des anregenden Laserpulses ist.
9Stanford Research Systems, Modell SR540
643.2. Die Probe
Die Probe ist mit einer Gleichspannungsquelle10 in Reihe geschaltet, um Messungen bei exter-
ner Vorspannung durchfÄ uhren zu kÄ onnen.
DurchfÄ uhrung der Experimente
Es werden drei Messreihen fÄ ur jeweils konstante Vorspannung aufgenommen. Das Magnet-
feld wird in 1T-Schritten variiert. Vor der DurchfÄ uhrung der Messungen werden wie bei den
Elektrore°exionsmessungen die experimentellen Parameter festgelegt, die in Tabelle 3.3 zu-
sammengestellt sind.
Parameter Messreihe 1 Messreihe 2 Messreihe 3
Vapp (elektr. Feld F) -2.2V (Flachband) -1.5V (» = 5kV/cm) 0V (» = 10kV/cm)
B 0T, 1T,...,8T
TProbe 10K





Spaltbreite d. Monochromators 100¹m
spektrale Au°Ä osung 0.22nm bzw. 0.43meV
Anzahl der Scans 4
Tabelle 3.3.: Parameter fÄ ur die Transmissionsmessungen.
3.2. Die Probe
3.2.1. Die Probenstruktur
Die in dieser Arbeit untersuchte GaAs=Al0:3Ga0:7As-Ä Ubergitterprobe wurde mittels Moleku-
larstrahlepitaxie (englisch: molecular beam epitaxy, MBE) am Fraunhofer-Institut fÄ ur Ange-
wandte FestkÄ orperphysik in Freiburg von K. KÄ ohler hergestellt. Sie wurde bereits fÄ ur die
Untersuchung des kohÄ arenten Hall-E®ekts verwendet [81].
Die in den beiden Messkon¯gurationen untersuchten Proben weisen prinzipiell dieselbe Struk-
tur auf, sie unterscheiden sich lediglich hinsichtlich des PrÄ aparationsprozesses, der unten be-
schrieben wird. Das Ä Ubergitter ist auf einem n+-dotierten GaAs-Substrat gewachsen und be-
10Agilent, Modell 6633B, 0-50V/0-2A
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steht aus 35 Perioden. Die Dicke der GaAs-TÄ opfe betrÄ agt 9.7nm, die Dicke der Al0:3Ga0:7As-
Barrieren 1.7nm. Der genaue Probenaufbau ist in Tabelle 3.4 dargestellt. Die Oberseite der
Probe ist undotiert, so dass sich ein intrinsisches Schottky-Feld ausbildet. Um Ä uber eine ex-
terne Spannungsquelle ein elektrisches Feld Ä uber dem Ä Ubergitter anlegen zu kÄ onnen, ist eine
Kontaktierung an Ober- und Unterseite notwendig. Auf das n+-dotierte GaAs-Substrat wird
eine 200nm dicke Gold-Germanium Schicht als unterseitiger Kontakt aufgedampft, wÄ ahrend
auf der Oberseite eine Schottky-Kontaktierung (Chrom/Gold) verwendet wird. Dieser semi-
transparente FlÄ achenkontakt besteht aus 1nm Chrom als Haftschicht und 5nm Gold als Kon-
taktmaterial. Um das im Ä Ubergitter vorliegende elektrische Feld zu homogenisieren, ist die
periodische Struktur in GaAs- bzw. Al0:3Ga0:7As-Pu®erschichten eingebettet [75]. Eine 800nm
dicke Al0:3Ga0:7As:Si-Schicht bildet die sogenannte StoppÄ atzschicht.
Die Ä Ubergitterprobe besitzt aufgrund ihrer Diodenstruktur ein intrinsisches elektrisches Feld.
Dieses stellt sich durch Ausgleich der Fermi-Niveaus zwischen den Kontaktschichten und der
intrinsischen Schicht ein. Wird ein externes elektrisches Feld mit Hilfe einer Spannungsquelle
angelegt, so muss dieses intrinsische Feld ausgeglichen werden, um die Flachbandsituation
zu erreichen. Dies ist bei einer externen Vorspannung Vext = ¡Vint der Fall, wobei Vint die
intrinsische Spannung der Schottky-Diode bezeichnet, die bei der untersuchten Probe 0.9V
betrÄ agt. Der Zusammenhang zwischen dem elektrischen Feld F, das an dem Ä Ubergitter anliegt,




= Fext + Fint : (3.3)
Hierbei bezeichnet L die Dicke der intrinsischen Probenschicht, die bei der vorliegenden Probe
455:7nm betrÄ agt. Bei der Probe, die fÄ ur die Transmissionsexperimente verwendet wird, weicht
der Zusammenhang zwischen externer Vorspannung und dem elektrischen Feld von Gleichung
(3.3) ab. Dies wird im Anhang (A.4) erlÄ autert.
Die Breite des ersten elektronischen Minibandes (¢) der verwendeten Ä Ubergitterprobe wird
zu ca. 21meV bestimmt [21].
3.2.2. Die ProbenprÄ aparation
Die Probe wird mit Hilfe eines Diamantritzers auf eine geeignete GrÄ o¼e von einigen Millimetern
KantenlÄ ange zugeschnitten. Um ein externes elektrisches Feld anlegen zu kÄ onnen, muss die
Probe mit ohmschen Kontakten versehen werden. Bevor dies geschehen kann, durchlÄ auft sie
einen grÄ undlichen Reinigungsprozess, der in [82] ausfÄ uhrlich beschrieben ist.
ZunÄ achst skizziere ich die Schritte, die fÄ ur die Kontaktierung der in den Elektrore°exions-
messungen untersuchten Probe notwendig sind: Die Probe erhÄ alt ohmsche Kontakte in einer
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Schichtdicke Material Dotierung
30.0nm GaAs i (intrinsisch)
1.7nm Al0:3Ga0:7As i
folgende Sequenz 35£ wiederholt:
9.7nm GaAs i
1.7nm Al0:3Ga0:7As i
Ende der periodischen Ä Ubergitterstruktur
25.0nm GaAs i
100.0nm AlxGa1¡x :Si, x = 0:3 ! 0:0 2 ¢ 1018cm¡3 ! 2 ¢ 1016cm¡3
800.0 nm Al0:3Ga0:7As:Si 2 ¢ 1018cm¡3
170.0 nm AlxGa1¡xAs:Si, x = 0:3 ! 0:0 2 ¢ 1016cm¡3
100.0 nm GaAs:Si 2 ¢ 1018cm¡3
n+{GaAs{Substrat 2 ¢ 1018cm¡3
Tabelle 3.4.: Aufbau der Ä Ubergitterprobe II 3596
Aufdampfanlage. Unterseitig wird eine 200nm dicke Gold-Germanium Schicht auf das Sub-
strat aufgedampft. Um einen ohmschen Kontakt zwischen der aufgedampften Schicht und dem
Substrat herzustellen, wird die Probe getempert. Der Temperungsprozess umfasst eine ca. 60
sekÄ undige Erhitzung auf 400
±
C, damit die Germanium-Atome in das Halbleitermaterial ein-
di®undieren. Die Oberseite der Probe wird mit einer semitransparenten Chrom-Gold-Schicht
bedampft (1nm Chrom/ 5nm Gold), wobei Chrom als Haftmaterial fÄ ur Gold dient.
FÄ ur Transmissionsexperimente muss ein ca. 2mm2 gro¼er Teil der Probe dergestalt prÄ apariert












Abbildung 3.3.: Querschnitt der Probe fÄ ur Transmissionsmessungen. Nicht alle Schichten sind darge-
stellt, ferner ist das VerhÄ altnis der Schichtdicken nicht ma¼stabsgetreu.
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Der PrÄ aparationsprozess ist aufwÄ andig und wird im Folgenden beschrieben: ZunÄ achst wird der
°Ä achige semitransparente Cr/Au-Kontakt auf die Probenoberseite aufgedampft. Auf diesem
Kontakt werden zwei °achgewalzte GolddrÄ ahte mit Leitsilber ¯xiert. Nun wird UV-Kleber
auf die Probe aufgetragen und eine Saphirscheibe aufgelegt. Die Dicke des Klebers ist durch
die Dicke der GolddrÄ ahte und des Leitsilbers ungefÄ ahr festgelegt und betrÄ agt ca. 50-70¹m.
Wenn der Kleber ¯xiert und mittels einer UV-Pistole ausgehÄ artet ist, wird die Probe in der
LÄ appmaschine justiert, in der 400¹m des n+ ¡ GaAs¡Substrats abgeschli®en werden. An-
schlie¼end werden der unterseitige, 200nm dicke AuGe-Kontakt und zusÄ atzlich 200nm Gold
aufgedampft. Im Gegensatz zu der Probe fÄ ur Elektrore°exionsexperimente kann dieser Kon-
takt nicht getempert werden. Da der verwendete UV-Kleber ein anderes thermisches Aus-
dehnungsverhalten zeigt als die Probe, kÄ ame es beim Tempern zu gro¼en Spannungen und zur
ZerstÄ orung der Probe. Der letzte Schritt vor dem Ä Atzvorgang ist die Erstellung einer Maske aus
sÄ aurebestÄ andigem Wachs (Apiezon). Schlie¼lich wird mit einer Ä AtzlÄ osung (die StammlÄ osung,
bestehend aus 200g ZitronensÄ aure und 200ml Di-Wasser (deionisiert), wird im VerhÄ altnis 3:1
mit H2O2 gemischt) mit einer Ä Atzrate von ca. 480nm/min bis in die StoppÄ atzschicht (800nm
Al0:3Ga0:7As : Si) geÄ atzt. Dieser Prozess ist als "selective wet etching\ [83] bekannt.
Das Saphirscheibchen, auf das die Probe geklebt wurde, ist fÄ ur eine Probenhalterung vorgese-
hen. Zur weiteren Kontaktierung dient 100¹m starker Golddraht, der auf der Kontaktschicht
der Probe mit einem Tropfen Leitsilber befestigt wird. Abschlie¼end werden die DrÄ ahtchen
mit den Kupferkontakten der Probenhalterung verbunden.
684. Ergebnisse und Diskussion
In diesem Kapitel werden die experimentellen Ergebnisse vorgestellt und unter verschiedenen
Aspekten diskutiert. Das Kapitel gliedert sich in drei Abschnitte: ZunÄ achst werden die Elek-
trore°exionsspektren fÄ ur festes Magnetfeld und variiertes elektrisches Feld prÄ asentiert. Der
zweite Abschnitt, der den Schwerpunkt dieser Arbeit darstellt, ist den Ergebnissen der ma-
gnetfeldabhÄ angigen Elektrore°exions- und Transmissionsmessungen gewidmet. Alle Spektren
werden im Licht der theoretischen Ergebnisse (siehe Abschnitt 2.4.3 - 2.5) diskutiert. Im dritten
Abschnitt folgt ein Vergleich der experimentellen Ergebnisse mit zeitaufgelÄ osten Messungen
im Hinblick auf den Ä Ubergangsbereich zwischen Wannier-Stark- und Landau-Bereich.
4.1. Elektrore°exionsspektren fÄ ur feste Magnetfelder
In diesem Abschnitt werden die Elektrore°exionsspektren fÄ ur jeweils festes Magnetfeld in
AbhÄ angigkeit der Vorspannung (bzw. des elektrischen Feldes) und der Photonenenergie des
Anregungslichtes vorgestellt. Diese Messungen dienen als Vorarbeiten zu den Experimenten,
die in Abschnitt 4.2 vorgestellt werden: Es zeigt sich, dass der experimentelle Aufbau gelun-
gen ist und qualitativ gute, d.h. rauscharme, Messergebnisse ermÄ oglicht. Zum anderen wird
die Bescha®enheit der Probe geprÄ uft. Die Reproduzierbarkeit des Wannier-Stark-FÄ achers, der
bereits mit Hilfe von Photostrommessungen beobachtet wurde [54], lÄ asst auf die gute QualitÄ at
der Probe schlie¼en.
In den Abbildungen 4.2 - 4.4 sind die Ergebnisse fÄ ur B =0, 2, 4, 6 und 8T mit Hilfe einer
Farbkodierung ("Konturplot\) dreidimensional dargestellt. Die Vorspannung am Ä Ubergitter
variiert von ¡1:2V bis +1V, was elektrischen Feldern von ca. 2kV/cm bis 41kV/cm entspricht.
4.1.1. Messungen ohne Magnetfeld
Im oberen Teil von Abbildung 4.2 sind die vorspannungsabhÄ angigen Elektrore°exionsmessun-
gen fÄ ur B = 0T dargestellt. FÄ ur niedrige elektrische FeldstÄ arken ist der Minibandbereich
erkennbar: Es dominiert eine starke Signatur des Schwerloch-MinibandÄ uberganges (HH) bei
etwa 1.548meV. Das Exziton des ersten Leichtloch-Minibandes (LH) zeichnet sich bei et-
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was hÄ oheren Energien ab. FÄ ur FeldstÄ arken ab ca. 7kV/cm deutet sich der Ä Ubergang in den
Wannier-Stark-Bereich an: Es entwickeln sich Wannier-Stark-Ä UbergÄ ange, die sich durch ih-
re energetische AbhÄ angigkeit vom elektrischen Feld auszeichnen. Der Wannier-Stark-FÄ acher
des Elektron-Schwerloch-Ä Ubergangs ist fÄ ur die Indizes ¡1, 0, sowie +1 sichtbar. Der hh+1-
Ä Ubergang besitzt aufgrund der in Abschnitt 2.3.2 beschriebenen Absorptions-Asymmetrie
schwÄ achere OszillatorstÄ arke als der hh¡1- Ä Ubergang. Bei hÄ oheren Energien ist der FÄ acher des
Elektron-Leichtloch-Ä Ubergangs fÄ ur die Indizes ¡1 und 0 zu ¯nden. Ab elektrischen FeldstÄ arken
von ca. 20kV/cm verliert der hh¡1- Ä Ubergang zunehmend an OszillatorstÄ arke, wodurch sich
die allmÄ ahliche Lokalisierung der elektronischen Wellenfunktion in EinzelquantentÄ opfen an-
deutet.
Im Bereich hoher FeldstÄ arken (ab ca. 10kV/cm) ist ein Merkmal des Spektrums besonders
au®Ä allig: Der hh0- Ä Ubergang erscheint an einigen Stellen, die durch Pfeile markiert sind, "zer-
rissen\. Dasselbe PhÄ anomen lÄ asst sich bei dem schwach erkennbaren lh0- Ä Ubergang beobach-
ten. Es liegt die Vermutung nahe, dass dies auf Wechselwirkung mit hÄ oheren MinibÄ andern
zurÄ uckzufÄ uhren ist. Das Tunneln von LadungstrÄ agern durch die BandlÄ ucke von einem (Mini-)
Band in ZustÄ ande des nÄ achsthÄ oheren (Mini-) Bandes in Anwesenheit eines elektrischen Feldes
hei¼t Zener-E®ekt und wird im Folgenden kurz beschrieben.
Zener-E®ekt
Ein elektrisches Feld fÄ uhrt im Ä Ubergitter zur Ausbildung diskreter ZustÄ ande, der Wannier-
Stark-Leiter, wenn die Kopplung zu anderen MinibÄ andern vernachlÄ assigt wird (siehe Abschnitt
2.3.1). BerÄ ucksichtigt man jedoch die Wechselwirkung verschiedener BÄ ander, so existiert ei-
ne gewisse Tunnelwahrscheinlichkeit fÄ ur Elektronen in ZustÄ ande hÄ oherer BÄ ander bzw. in das
Kontinuum. Ein elektrisches Feld erhÄ oht diese Tunnelwahrscheinlichkeit, indem es die Poten-
tialbarriere fÄ ur Elektronen erniedrigt. Dies illustriert Abbildung 4.1:
a) b)
Abbildung 4.1.: a) Mittlere elektrische FeldstÄ arke: Wannier-Stark-Lokalisierung der elektronischen
Wellenfunktion. b) Hohe FeldstÄ arke: Zener-Tunneln.
Bei genÄ ugend gro¼en FeldstÄ arken werden die LadungstrÄ ager als vollstÄ andig in Einzelquan-
tentÄ opfen lokalisiert angenommen (Abb. 4.1a). Steigt die FeldstÄ arke weiter an (Abb. 4.1b), wird
das Tunneln der elektronischen Wellenfunktion in ZustÄ ande anderer BÄ ander erleichtert und der























Abbildung 4.2.: Elektrore°exionsspektren fÄ ur B=0T und B=2T.
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Zustand kann nicht mehr in der Einband-NÄ aherung beschrieben werden. Dieses PhÄ anomen ist
als Zener-Tunneln bekannt [84] und ist Ursache fÄ ur eine E-Feld-induzierte Delokalisierung der
elektronischen Wellenfunktion und eine Verringerung der Lebensdauer des Zustands. Zener-
Tunneln wurde sowohl in spektralen Messungen als auch in zeitaufgelÄ osten Untersuchungen
der Dynamik an Ä Ubergittern experimentell beobachtet [85]. Auf Grundlage der Berechnungen
von Zener [84] lÄ asst sich die elektrische FeldstÄ arke, bei welcher Zener-Tunneln in den Ex-
perimenten dieser Arbeit relevant wird, zu F=10kV/cm bestimmen. Diese Rechnung ist im
Anhang A.6 durchgefÄ uhrt.
4.1.2. Messungen mit Magnetfeld
In Abbildung 4.2 (unten){ 4.4 sind die Ergebnisse fÄ ur vorpannungsabhÄ angige Elektrore°exions-
messungen fÄ ur ein jeweils festes Magnetfeld von B = 2, 4, 6 und 8T dargestellt. Das Magnetfeld
steht dabei senkrecht zum elektrischen Feld, d.h. in der Ebene der Ä Ubergitterschichten. Die
durch das Magnetfeld induzierte Landau-Quantisierung und die durch das elektrische Feld ver-
ursachte Wannier-Stark-Quantisierung kÄ onnen nicht als entkoppelt betrachtet werden, sondern
konkurrieren um den Ein°uss auf die EnergiezustÄ ande des Ä Ubergitters (siehe Abschnitt 2.4.3).
Das Spektrum fÄ ur B = 2T unterscheidet sich noch nicht wesentlich von den Ergebnissen
ohne Magnetfeld. Deutlich sind alle oben genannten Wannier-Stark-Ä UbergÄ ange, sowie Zener-
DurchbrÄ uche zu erkennen. FÄ ur B = 4, 6 und 8T macht sich der wachsende Ein°uss des Magnet-
feldes bemerkbar: Im Bereich niedriger elektrischer FeldstÄ arken gewinnen Landau-Niveaus an
OszillatorstÄ arke. Eines davon ist exemplarisch mit einem schwarzen Pfeil gekennzeichnet. Auf-
grund des Strukturreichtums der Elektrore°exionsspektren ist die Identi¯kation der Landau-
Ä UbergÄ ange schwierig. Sie wird erst im Zusammenhang mit den Spektren diskutiert, die bei
variiertem Magnetfeld aufgenommen wurden (siehe 4.2), da sich Landau-Ä UbergÄ ange am be-
sten mittels ihrer energetischen Verschiebung im Magnetfeld charakterisieren lassen.
Bei steigendem elektrischem Feld tritt der Ä Ubergangsbereich auf, der in Abschnitt 2.4.4 disku-
tiert wurde: Wenn die magnetische und elektrische Energie dieselbe GrÄ o¼enordnung besitzen,
kommt es aufgrund von Niveaukreuzungen zu einer strukturlosen Region. FÄ ur kleinere Ma-
gnetfelder ist schon bei niedrigeren elektrischen FeldstÄ arken der Strukturverlust zu erkennen:
Obwohl es schwierig ist, den genauen Wert des Zentrums des Ä Ubergangsbereiches festzustellen,
ist es doch o®ensichtlich, dass der hh0- Ä Ubergang fÄ ur B = 4T bereits bei ca. 11kV/cm wieder
an OszillatorstÄ arke gewinnt, wÄ ahrend dies fÄ ur B = 8T erst bei ca. 25kV/cm der Fall ist (In
Abb. 4.3 und 4.4 ist dies durch gestrichelte Ellipsen markiert.)
Der Ein°uss des Magnetfeldes macht sich auch im Zusammenhang mit den Zener-
DurchbrÄ uchen bemerkbar: FÄ ur steigendes Magnetfeld nimmt die OszillatorstÄ arke des hh0-
Ä Ubergangs ingesamt ab, gleichzeitig kommt es seltener zu DurchbrÄ uchen von hÄ oheren BÄ andern.
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Abbildung 4.3.: Elektrore°exionsspektren fÄ ur B=4T und B=6T.










Abbildung 4.4.: Elektrore°exionsspektrum fÄ ur B=8T.
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Es besteht jedoch ein Unterschied zu dem in Abschnitt 2.4.4 beschriebenen Ä Ubergangsbereich,
denn in den vorliegenden Spektren wird das elektrische, nicht das magnetische (wie oben und
spÄ ater diskutiert) Feld variiert. An dieser Stelle lÄ asst sich zusammenfassend festhalten, dass
der Ä Ubergangsbereich sowohl in magnetfeld- als auch in vorspannungsabhÄ angigen Messungen
auftritt. Leider stehen keine theoretischen Spektren fÄ ur den Fall von festem Magnetfeld und
variiertem elektrischen Feld zur VerfÄ ugung.
4.2. Experimentelle Ergebnisse und Vergleich mit der Theorie
In diesem Abschnitt sind die Ergebnisse der magnetfeldabhÄ angigen Elektrore°exions- und
Transmissionsmessungen dargestellt. Aus den Elektrore°exionsdaten werden die Energien der
Wannier-Stark- und Landau-Ä UbergÄ ange herausgelesen und deren Entwicklung mit dem magne-
tischen Feld verfolgt. Die Ergebnisse werden mit Resultaten der Einteilchen-Theorie (siehe Ab-
schnitt 2.4.4) detailliert verglichen. Es folgt die Darstellung der aus Transmissionsexperimenten
erhaltenen Absorptionsspektren. Diese werden in AbhÄ angigkeit des Magnetfeldes fÄ ur verschie-
dene feste elektrische Felder mit theoretischen Absorptionsspektren unter BerÄ ucksichtigung
der Coulomb-Wechselwirkung (siehe Abschnitt 2.4.5) verglichen.
4.2.1. Elektrore°exionsspektren
In Abbildung 4.5 sind Elektrore°exionsspektren fÄ ur ein elektrisches Feld von F = 9kV/cm und
Magnetfelder von B =0, 0.25,..., 8T dargestellt. In Ä Ubereinstimmung mit der Theorie kÄ onnen
drei Bereiche des Spektrums unterschieden werden: FÄ ur niedrige B-Felder erkennt man einige
deutliche Signaturen, die mit steigendem Magnetfeld zu hÄ oheren Energien schieben. Wird
das Magnetfeld weiter erhÄ oht, nimmt die HÄ ohe der Peaks ab, bis sie fast alle verschwinden.
Zwischen 4 und 6T beobachten wir eine nahezu strukturlose Region, deren Zentrum bei 5T
mit einer gestrichelten Kurve markiert ist. FÄ ur noch grÄ o¼ere Magnetfelder entstehen wieder
deutliche Signaturen. Ihre Amplituden nehmen zu und sie zeigen eine lineare Verschiebung zu
hÄ oheren Energien in AbhÄ angigkeit des Magnetfeldes mit verschiedenen Steigungen.
Es liegt nahe, die drei Bereiche des Spektrums als Wannier-Stark-Bereich (fÄ ur niedrige B-
Felder), Landau-Bereich (fÄ ur gro¼e B-Felder) und den dazwischen liegenden Ä Ubergangsbereich
zu identi¯zieren. Um diese Vermutung zu veri¯zieren und eine genaue Charakterisierung der
Ä UbergÄ ange vornehmen zu kÄ onnen, werden im Folgenden die energetischen Positionen der
Ä UbergÄ ange aus den Elektrore°exionsspektren herausgelesen und ihre energetische Verschie-
bung in AbhÄ angigkeit des Magnetfeldes bestimmt.
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Abbildung 4.5.: Experimentelle Elektrore°exionsspektren fÄ ur Magnetfelder von B=0, 0.25,..., 8T (von
unten nach oben) und ein elektrisches Feld von 9kV/cm.
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Bestimmung der Ä Ubergangsenergien aus Elektrore°exionsspektren
In den Elektrore°exionsmessungen wird die Ä Anderung der Re°exion ¢R mit der Ä Anderung des
elektrischen Feldes ¢F gemessen. Um die Energien der Wannier-Stark und Landau-Ä UbergÄ ange
zu bestimmen, nutzen wir die NÄ aherung, dass das gemessene ¢R bei GaAs im Wesentlichen
durch ¢ReÂ(!) = Â1(!) bestimmt ist, wobei Â die SuszeptibilitÄ at bezeichnet1. Gemessen wird
also ¢ReÂ(!) = d
dF ReÂ(!)¢F. Da die Ä Anderung des elektrischen Feldes ¢F eine Ä Anderung














Dabei wurde im ersten Schritt benutzt, dass ¢!0 = ¢!0(F) gilt. Der zweite Schritt wird durch
die Ä Uberlegung ermÄ oglicht, dass eine Verschiebung der Resonanzfrequenz ¢!0 - bis auf das
Vorzeichen - einer Verschiebung der Koordinatenachse um ¢! entspricht.
Unter der Annahme einer Lorentz-fÄ ormigen Absorptionslinie (wobei der Absorptionskoe±zient
proportional zu ImÂ(!) ist) gilt
ImÂ(!) /
°
(! ¡ !0)2 + °2 und
ReÂ(!) /
(! ¡ !0)
(! ¡ !0)2 + °2 ;
(4.2)
wobei ° eine DÄ ampfungskonstante bezeichnet. Die Resonanzenergien entsprechen demnach
Extremwerten von ¢ReÂ(!), d.h. Extremwerten des Messsignals ¢R. Aus ¢ReÂ(!) / ¢²1(!)
(² ist die dielektrische Funktion) kann mittels der Kramers-Kronig-Relationen (KK) ¢ImÂ(!)
berechnet werden:



































Diese Rechnung wird zwecks Vergleich mit der Theorie durchgefÄ uhrt, da diese ImÂ(!) berech-
net. Die Ä Ubergangsenergien entsprechen dann Nullstellen.
Zusammenfassend ist das Vorgehen zur Bestimmung der Ä Ubergangspositionen folgendes: Ge-
1Im Allgemeinen gilt ¢R =
@R
@Â1 ¢ ¢Â1 +
@R
@Â2 ¢ ¢Â2. In GaAs dominiert
@R
@Â1 [21, 86].
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messen wird ¢R / ¢ReÂ(!). Die Resonanzenergien liegen bei den Extremwerten des Messsig-
nals. Da es jedoch viele Extrema gibt, die mit denen benachbarter Ä UbergÄ ange Ä uberlappen,
und demnach die Zuordnung der Extrema zu Ä UbergÄ angen nur schwer mÄ oglich ist, wird ei-
ne Kramers-Kronig-Transformation durchgefÄ uhrt. So erhÄ alt man ¢ImÂ(!), was auch von
der Theorie berechnet wird. Die Resonanzenergien entsprechen dann Nullstellen. Nicht al-
le Nullstellen korrespondieren jedoch mit EnergieÄ ubergÄ angen (da es auch mehr Extrema als
echte Ä UbergÄ ange in ¢ReÂ(!) gibt und die Ableitungssignaturen der Ä UbergÄ ange teilweise
Ä uberlappen). Die Zuordnung der Ä UbergÄ ange muss daher durch Vorwissen (z.B. auf der Ba-
sis von theoretischen Ä Ubergangsbestimmungen, die in Abb. 4.6 (oberer Graph) zu sehen sind,
oder von Photostrommessungen [5]) gestÄ utzt werden.
Diese Methode zur Bestimmung der Ä Ubergangspositionen gilt nur nÄ aherungsweise, da sich mit
dem elektrischen Feld nicht nur die Resonanzfrequenz des Ä Ubergangs Ä andert, sondern auch sei-
ne OszillatorstÄ arke und DÄ ampfung. Die Ä Anderung der OszillatorstÄ arke und der DÄ ampfung mit
dem elektrischen Feld wird hier vernachlÄ assigt, so dass die Resonanzenergien eventuell etwas
verschoben gegenÄ uber ihren wahren Positionen berechnet werden. Der dadurch entstehende
Fehler ist jedoch klein verglichen mit dem energetischen Abstand der Ä UbergÄ ange.
Vergleich der experimentell und theoretisch ermittelten Ä Ubergangsenergien
In Abbildung 4.6 sind die theoretischen und experimentellen Ergebnisse fÄ ur die Entwick-
lung der Ä Ubergangsenergien mit dem magnetischen Feld dargestellt. Die theoretischen
Ä Ubergangspositionen (oberer Graph) wurden aus der DOS fÄ ur F = 10kV/cm bestimmt. Sie
korrespondieren zu den Ä UbergÄ angen, die in Abbildung 2.21 beobachtet werden. Es kÄ onnen
fÄ ur kleine Werte des Magnetfeldes die Wannier-Stark-Ä UbergÄ ange nWS = ¡2,...,+1 identi¯ziert
werden. Bei ungefÄ ahr B = 5T spaltet jeder Wannier-Stark-Zustand in einen Landau-FÄ acher
auf, so dass eine gro¼e Anzahl neuer ZustÄ ande entsteht, von denen jeder mit einem Index-
Paar (nWS;nL) gekennzeichnet ist. Es kÄ onnen jedoch nicht alle denkbaren aus einem Wannier-
Stark-Zustand entspringenden Landau-ZustÄ ande beobachtet werden. Anhand ihrer Steigung
im Magnetfeld, die zunÄ achst nichtlinear und bei hÄ oheren B-Feldern linear ist, lÄ asst sich ihr
Landau-Index feststellen.
Im Vergleich zu entsprechenden theoretischen Daten mit Coulomb-Wechselwirkung2 lÄ asst
sich feststellen, dass diese den Charakter der optischen Ä UbergÄ ange nicht stark verÄ andert.
Die Coulomb-Wechselwirkung fÄ uhrt zu einer VerstÄ arkung einiger Ä UbergÄ ange, insbesondere
des (-1,0)-Ä Ubergangs fÄ ur gro¼e B-Felder. DarÄ uberhinaus fÄ uhrt sie zu einer Verschiebung der
Ä UbergÄ ange zu niedrigeren Energien, wobei diese Verschiebung besonders fÄ ur Ä UbergÄ ange mit
2Analog zu Abbildung 4.6 wurde ein Graph unter BerÄ ucksichtigung der Coulomb-Wechselwirkung erstellt, der
hier jedoch nicht gezeigt wird. Aufgrund der geringeren Anzahl an Datenpunkten eignete er sich schlechter
zum Vergleich mit dem Experiment.
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F = 10 kV/cm
Abbildung 4.6.: Energien der Wannier-Stark- und Landau-Ä UbergÄ ange als Funktion des Magnet-
feldes B. Oben: Theoretische Resultate fÄ ur F=10kV/cm ohne BerÄ ucksichtigung der Coulomb-
Wechselwirkung. Unten: Experimentelle Werte fÄ ur F=9kV/cm, die auf der Grundlage der Elektrore-
°exionsmessungen (Abb. 4.5) bestimmt wurden.
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gro¼er OszillatorstÄ arke signi¯kant ist.
Die experimentell ermittelten Ä Ubergangsenergien (unterer Graph in Abbildung 4.6), wurden
auf Grundlage der Elektrore°exionsspektren bestimmt. Der Feld- und Energiebereich der
experimentellen Daten entspricht dem grauschattierten Bereich in den theoretischen Daten
(oberer Graph). Die experimentellen Ergebnisse zeigen eine gute Ä Ubereinstimmung mit der
Einteilchen-Theorie: FÄ ur niedrige B-FeldstÄ arken sind | wie in der Theorie | die Wannier-
Stark-Ä UbergÄ ange nWS = ¡2,...,+1 sichtbar. Die energetische Verschiebung der experimentell
ermittelten Ä Ubergangspositionen gegenÄ uber den theoretisch berechneten kann zum einen auf
Coulomb-E®ekte zurÄ uckgefÄ uhrt werden, zum anderen kÄ onnte die oben erwÄ ahnte Ungenauig-
keit bei der Bestimmung der Ä Ubergangspositionen aus den Elektrore°exionsdaten eine Rolle
spielen. Zwischen 4 und 5T spaltet jeder Wannier-Stark-Zustand in Landau-ZustÄ ande auf. Der
Wert des Magnetfeldes, bei dem die Wannier-Stark-Niveaus in Landau-Niveaus aufspalten, ist
etwas kleiner als in der Theorie. Dies ist jedoch verstÄ andlich, da der Wert des elektrischen
Feldes im Experiment ebenfalls etwas kleiner ist (9kV/cm anstatt 10kV/cm).
Die ErklÄ arung fÄ ur den Ursprung des strukturlosen Ä Ubergangsbereichs, die in Abschnitt 2.4.4
erlÄ autert wurde, wird durch die Elektrore°exionsmessungen veri¯ziert: In Abbildung 4.6 ist zu
sehen, dass zwischen 4 und 5T jeder Wannier-Stark-Zustand in Landau-ZustÄ ande aufspaltet,
die sich mit steigendem Magnetfeld zu hÄ oheren Energien verschieben, so dass sie sich energe-
tisch annÄ ahern. Unserer ErklÄ arung zufolge mÄ usste bei diesen Magnetfeldern der Strukturverlust
des Spektrums auftreten | und tatsÄ achlich wird der Ä Ubergangsbereich in den Elektrore°exi-
onsspektren (Abb. 4.5) in der Region um 5T beobachtet.
Ein weiterer Aspekt des Ä Ubergangsbereichs deutet sich in den Elektrore°exionsspektren an:
Zwar kann man auf der Basis der Elektrore°exionsspektren keine sichere Aussage bezÄ uglich der
Linienbreiten der EnergieÄ ubergÄ ange tre®en, es scheint jedoch so, als behielten die Signaturen
ihre energetische Breite auch in der NÄ ahe des Ä Ubergangsbereichs bei. Diese Vermutung wird
anhand der experimentellen Absorptionsspektren (siehe Abschnitt 4.2.2), die Aussagen Ä uber
Linienbreiten zulassen, bestÄ atigt.
Die Verschiebung der Landau-Ä UbergÄ ange mit dem magnetischen Feld ist in der Umgebung
des Ä Ubergangsbereichs nichtlinear und wird bei grÄ o¼eren B-Feldern fast linear. Die Landau-
Ä UbergÄ ange sind durch die Steigung ihrer energetischen Verschiebung charakterisiert, wobei die
experimentell beobachteten Steigungen mit den theoretisch vorhergesagten zufriedenstellend
Ä ubereinstimmen.
Es lassen sich auch Unterschiede zwischen den experimentellen Daten und den Ergebnissen der
Einteilchen-Theorie feststellen. Der energetische Abstand zwischen den Ä UbergÄ angen nWS = 1
und nWS = 0 ist grÄ o¼er als der Abstand zwischen den Ä UbergÄ angen nWS = 0 und nWS = ¡1.
Dies ist als Absorptions-Asymmetrie bekannt (siehe Abschnitt 2.3.2). Ein weiterer Unterschied
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ist bei der Betrachtung der Ä UbergÄ ange (0,2) und (1,0) zu verzeichnen: In der Theorie ist bei
ca. 8T ein Anticrossing der beiden Ä UbergÄ ange zu beobachten, das im Experiment nicht auf-
zulÄ osen ist. Au®Ä allig ist ferner, dass eine experimentell ermittelte Linie keine Entsprechung
in der theoretischen Abbildung ¯ndet. Sie ist mit einem Fragezeichen versehen. Vor allem
bei hohen B-Feldern entspricht sie einer starken Signatur im experimentellen Spektrum zwi-
schen 1.54eV und 1.55eV. Sie kÄ onnte dem (-2,0)-Ä Ubergang zuzuordnen sein, der in der Theo-
rie erst bei B > 10T zu sehen ist. Bei kleinen B-Feldern entsteht die Signatur vermutlich
nicht aufgrund eines eigenstÄ andigen Ä Ubergangs, sondern als "Nebenlinie\ des nWS = ¡1- und
nWS = ¡2- Ä Ubergangs. Es ist au®Ä allig, dass die Linie bei allen MagnetfeldstÄ arken, insbesonde-
re auch im Ä Ubergangsbereich, ununterbrochen existiert. Wir vermuten, dass dies nicht auf die
durchgehende Existenz eines einzigen Ä Ubergangs hindeutet, sondern auf die Wechselwirkung
vieler ZustÄ ande zurÄ uckzufÄ uhren ist: Durch Austausch von OszillatorstÄ arke kann eine Reihe von
Anticrossings als eine Linie im Spektrum erscheinen.
Schlie¼lich bleibt noch zu bemerken, dass der Leichtloch-Ä Ubergang lh¡1 im Experiment zu
beobachten ist und aufgrund der VernachlÄ assigung der leichten LÄ ocher in der Theorie im oberen
Graphen fehlt.
4.2.2. Absorptionsspektren
Dieser Abschnitt ist den Absorptionsspektren gewidmet, die durch Transmissionsexperimente
erhalten wurden. In Abbildung 4.7 ist der durch Transmissionsexperimente ermittelte Ab-
sorptionskoe±zient ®(!) als Funktion der Anregungsenergie ~! fÄ ur die elektrischen Felder
F=0kV/cm, 6kV/cm und 11kV/cm (von links nach rechts) und magnetische Felder von
B=0, 1,..., 8T (von unten nach oben) dargestellt. Die gezeigten Spektren sind weitgehend
von Fabry-Perot-Interferenzen befreit. (Ein Beispiel fÄ ur ein unkorrigiertes Spektrum be¯ndet
sich im Anhang A.5.) Diese experimentellen Spektren werden mit den theoretischen Absorp-
tionsspektren unter BerÄ ucksichtigung der Coulomb-Wechselwirkung verglichen, die bereits in
Abschnitt 2.4.5 beschrieben wurden und an dieser Stelle noch einmal zwecks Vergleich gezeigt
werden (siehe Abbildung 4.8).
Die optischen Ä UbergÄ ange erscheinen in den experimentellen Spektren gegenÄ uber den ent-
sprechenden theoretisch ermittelten Ä UbergÄ angen um 2meV bis 8meV zu hÄ oheren Energi-
en verschoben. Ein mÄ oglicher Grund kÄ onnte die Tendenz des Zweibandmodells sein, Bin-
dungsenergien zu Ä uberschÄ atzen; eine andere Unsicherheit kÄ onnte in der Bestimmung der
BandlÄ uckenenergie liegen. Nichtsdestotrotz zeigen die experimentell ermittelten Spektren ei-
ne gute Ä Ubereinstimmung mit der Theorie, wenn man von den Artefakten der Fabry-Perot-
Interferenzen absieht, die nicht vollstÄ andig entfernt werden konnten und ein Signal unterhalb
der Bandkante verursachen.
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Abbildung 4.7.: Durch Transmissionsexperimente ermittelter Absorptionskoe±zient ®(!) als Funktion
der Photonenenergie ~! fÄ ur die elektrischen Felder F=0kV/cm, 6kV/cm und 11kV/cm (von links nach
rechts) und magnetische Felder von B=0, 1,..., 8T (von unten nach oben).
824.2. Experimentelle Ergebnisse und Vergleich mit der Theorie
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
                                                                               
































Abbildung 4.8.: Theoretisch berechnete Absorptionsspektren unter BerÄ ucksichtigung der Coulomb-
Wechselwirkung: Absorptionskoe±zient ®(!) als Funktion der Photonenenergie ~! fÄ ur die elektrischen
Felder F=0kV/cm, 5kV/cm und 10kV/cm (von links nach rechts) und magnetische Felder B=0T,
3T, 6T, 9T und 12T (von unten nach oben).
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FÄ ur F=0kV/cm (linker Graph von Abb. 4.7) wird das Spektrum durch das 1s-Exziton des
SchwerlochÄ ubergangs dominiert. Mit steigendem Magnetfeld erfÄ ahrt es eine diamagnetische
Verschiebung, die auch in den theoretischen Spektren zu sehen ist. Seine OszillatorstÄ arke
wÄ achst mit steigendem Magnetfeld. Dieser E®ekt ist in den experimentellen Spektren aus-
geprÄ agter als in der Theorie. Experimentell beobachtet man zudem eine VerÄ anderung der
Linienform: WÄ ahrend die Linie bei B = 0T asymmetrisch ist, wird sie mit steigendem B-
Feld allmÄ ahlich symmetrisch. Im Gegensatz dazu weist die theoretische Linienform fÄ ur alle
B-Felder eine symmetrische Lorentz-Form auf. Der Grund fÄ ur diese Diskrepanz ist, dass fÄ ur
die homogene Linienbreite in der Theorie ein konstanter Wert angenommen wird und Streuef-
fekte nicht berÄ ucksichtigt werden. In RealitÄ at wird das Ä Ubergitter mit steigendem Magnetfeld
eindimensional, so dass die Streuung der LadungstrÄ ager abnimmt. Dieser Ä Ubergang vom drei-
dimensionalen zum eindimensionalen System, der eine Verringerung der Streue®ekte bedeutet,
drÄ uckt sich im Experiment durch eine Verringerung der homogenen Linienbreite aus.
In Anwesenheit eines Magnetfeldes kommt es zur Ausbildung von Strukturen im Konti-
nuum des ersten Minibandpaares zwischen 1.55eV und 1.57eV. Diese Signaturen sind auf
Landau-Quantisierung zurÄ uckzufÄ uhren. Bei B = 8T ist ein Peak bei 1.56eV deutlich zu
identi¯zieren: Es ist das 1s-Exziton des ersten Landau-Niveaus (nL = 1). Der "Dip\ an der
hÄ oherenergetischen Seite dieses Peaks deutet auf eine Fano-Resonanz hin (siehe Abschnitt 2.5).
Betrachten wir nun den mittleren Graph in Abbildung 4.7 fÄ ur ein elektrisches Feld von
F =6kV/cm. FÄ ur B = 0T kÄ onnen vier Ä UbergÄ ange identi¯ziert werden, die zu den 1s-
Exzitonen der Wannier-Stark-Ä UbergÄ ange nWS = ¡2;¡1;0 und +1 gehÄ oren. Der rÄ aumlich
direkte Ä Ubergang nWS = 0 liegt bei ca. 1.555eV und wird | wie auch in den theoretischen
Spektren | gefolgt von einem ausgeprÄ agten "Dip\ , der durch Fano-Resonanz entsteht. Mit
steigendem Magnetfeld verlieren die Wannier-Stark-Ä UbergÄ ange an OszillatorstÄ arke und sind
bei 4T nicht mehr zu erkennen. Der strukturlose Ä Ubergangsbereich be¯ndet sich zwischen 4
und 6T. Dies ist in Ä Ubereinstimmung mit der Theorie, die fÄ ur die Spektren bei 3 und 6T
verwaschene Strukturen vorhersagt (siehe mittlerer Graph von Abb. 4.8). Wird das Magnet-
feld weiter erhÄ oht, entstehen neue Strukturen aus dem Kontinuum. Wie in den theoretischen
Daten wird das Spektrum vom Ä Ubergang (nWS;nL) = (¡1;0) dominiert.
Ein kleiner Unterschied zu den theoretischen Spektren ist der "Dip\ bei 1.57eV (besonders
deutlich fÄ ur B=5T zu sehen), der vermutlich eine Signatur des leichten Loches ist. In Pho-
tostrommessungen wurde der rÄ aumlich direkte Leichtloch-Ä Ubergang fÄ ur B = 0T bei 1.57eV
beobachtet [54], so dass diese Vermutung bestÄ atigt wird.
FÄ ur F = 11kV/cm und B = 0T sind die Wannier-Stark-Ä UbergÄ ange nWS = ¡1, 0 und
nWS = +1 deutlich sichtbar. Aufgrund der Absorptions-Asymmetrie sind die Peaks nicht
Ä aquidistant. Der Fano-E®ekt fÄ ur nWS = 0 und nWS = 1 ist viel kleiner als theoretisch vor-
hergesagt | die Linien sind fast symmetrisch. Mit steigendem Magnetfeld verschwinden die
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Linien, so dass zwischen 6 und 7T der strukturlose Ä Ubergangsbereich beginnt. Dies ist in guter
Ä Ubereinstimmung mit der Theorie. Die Entstehung von neuen Strukturen wird fÄ ur ein elektri-
sches Feld von F = 11kV/cm erst bei ca. 9T vorhergesagt und deshalb im Experiment nicht
mehr beobachtet.
Anhand der experimentellen Absorptionsspektren, insbesondere fÄ ur F = 6kV/cm, lÄ asst
sich der im Zusammenhang mit den Elektrore°exionsspektren angedeutete Aspekt des
Ä Ubergangsbereichs aufgreifen: Wie vermutet, vergrÄ o¼ert sich fÄ ur steigendes Magnetfeld und
AnnÄ aherung an den Ä Ubergangsbereich die Linienbreite der Wannier-Stark-Ä UbergÄ ange nicht.
Die Linienbreite eines Ä Ubergangs gibt Aufschluss Ä uber die Lebensdauer des entsprechenden
Zustands: Aufgrund der Unbestimmtheitsrelation ¢t ¢ ¢E ¸ ~
2 folgt, dass eine energetisch
breitere Absorptionslinie mit einer kÄ urzeren Lebenszeit (d.h. Verweildauer des Elektrons) des
entsprechenden Energiezustands zusammenhÄ angt. Eine Verbreiterung der homogenen Linien-
breite kÄ ame durch Streue®ekte zustande. In der Theorie werden Streue®ekte vernachlÄ assigt,
d.h. eine konstante Linienbreite angenommen, so dass keine Aussagen Ä uber eine durch Streuung
verursachte Linienverbreiterung getro®en werden kÄ onnen.
Experimentell ist in der Umgebung des Ä Ubergangsbereichs keine Linienverbreiterung zu beob-
achten. Vielmehr gewinnt der "Untergrund\ zwischen den beiden Wannier-Stark-ZustÄ anden
mit steigendem Magnetfeld an OszillatorstÄ arke (siehe Abb. 4.7, mittlerer Graph). Auf der Basis
der Erkenntnis, dass aus jedem Wannier-Stark-Zustand ein Landau-FÄ acher entsteht, lÄ asst sich
sagen, dass dieser "Untergrund\ aus vielen, mit steigendem Magnetfeld entstehenden Landau-
ZustÄ anden zusammengesetzt ist, die aufgrund ihrer energetischen NÄ ahe nicht einzeln aufgelÄ ost
werden kÄ onnen. Durch den oben beschriebenen (Abschnitt 2.4.4) Anticrossing-Mechanismus
wird die OszillatorstÄ arke auf eine Vielzahl von ZustÄ anden verteilt, so dass bei 3T kein indivi-
dueller Zustand mehr aufzulÄ osen ist.
BezÄ uglich des Ä Ubergangsbereichs lÄ asst sich anhand der Absorptionsspektren zusammenfas-
send feststellen, dass die Lebensdauer der involvierten ZustÄ ande (homogene Linienverbreite-
rung) keine Rolle bei der Entstehung der strukturlosen Region spielt. Hingegen wird die These
gestÄ utzt, dass die Verteilung der OszillatorstÄ arke auf eine wachsende Anzahl von energetisch
nahe beieinander liegenden ZustÄ anden fÄ ur den Strukturverlust des Spektrums verantwortlich
ist.
4.3. Vergleich der spektralen Untersuchungen mit zeitaufgelÄ osten
Messungen
Im vorigen Abschnitt wurde als au®Ä alliges Charakteristikum der Elektrore°exions- und Ab-
sorptionsspektren in gekreuzten elektrischen und magnetischen Feldern der nahezu struktur-
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lose Ä Ubergangsbereich herausgestellt. Dieser soll im folgenden Abschnitt unter einem anderen
Aspekt beleuchtet werden, und zwar im Vergleich mit zeitaufgelÄ osten Messungen. Das Anliegen
dabei ist folgendes: Eine wichtige GrÄ o¼e ist das VerhÄ altnis des Magnetfeldes zum elektrischen
Feld, das hier mit B=F = x bezeichnet wird. In den Elektrore°exions- und Absorptionsspek-
tren lassen sich zwei Bereiche unterscheiden: Der Wannier-Stark-Bereich fÄ ur kleines x und der
Landau-Bereich fÄ ur gro¼es x. Die Dynamik optisch angeregter Wellenpakete lÄ a¼t sich in ent-
sprechende Bereiche unterteilen, wobei fÄ ur kleines x vom Magneto-Bloch-Bereich und fÄ ur gro¼e
x vom Zyklotron-Bereich gesprochen wird. Der Ä Ubergang zwischen diesen Bereichen ¯ndet in
spektral aufgelÄ osten Daten nicht bei dem gleichen x-Wert statt wie in zeitaufgelÄ osten Daten.
In diesem Abschnitt wird dieser Befund dargestellt.
In den bisher beschriebenen spektral aufgelÄ osten Messungen werden Interband-Ä UbergÄ ange zwi-
schen ValenzbandzustÄ anden und Wannier-Stark- bzw. Landau-ZustÄ anden des Leitungsbandes
angeregt. Wie bereits erlÄ autert, schieben die Wannier-Stark-ZustÄ ande mit steigendem Magnet-
feld zu hÄ oheren Energien und verlieren dabei an OszillatorstÄ arke, bis sie nicht mehr zu identi-
¯zieren sind. Es hÄ angt von der StÄ arke des elektrischen Feldes ab, bei welchem Wert des ma-
gnetischen Feldes der Wannier-Stark-Bereich in eine strukturlose Region Ä ubergeht. Wie bereits
erwÄ ahnt, lautet die grobe Bedingung fÄ ur den Strukturverlust !C = !B [65]. Die PlausibilitÄ at
dieser Bedingung erwÄ achst aus der Tatsache, dass sie angibt, wann die magnetische Energie
~!C und die elektrische Energie eFd dieselbe GrÄ o¼enordnung besitzen bzw. die energetische
Aufspaltung der Wannier-Stark-Niveaus (eFd) den AbstÄ anden der Landau-Niveaus (~!C) ent-
spricht. Um das Verschwinden der Wannier-Stark-ZustÄ ande zu verstehen, muss die Wechsel-
wirkung der ZustÄ ande untereinander berÄ ucksichtigt werden, wie bereits mehrfach (zuerst in
Abschnitt 2.4.4) beschrieben wurde: Die Energien der ZustÄ ande mit Wannier-Stark-Index nWS
verschieben sich mit steigendem Magnetfeld ungefÄ ahr gemÄ a¼ B2n2
WSd2 [65]. Folglich nÄ ahern
sich ZustÄ ande mit gro¼em negativem Index ZustÄ anden mit kleinerem Index, so dass sie immer
stÄ arker wechselwirken. Hinzu kommen Landau-Ä UbergÄ ange im Magnetfeld, die sich ebenfalls
mit steigendem Magnetfeld verschieben und mit Wannier-Stark-Ä UbergÄ angen antikreuzen. So-
mit verteilt sich die OszillatorstÄ arke auf immer mehr energetisch nahe beieinanderliegende
Ä UbergÄ ange, so dass die OszillatorstÄ arke jedes einzelnen abnimmt. Wenn die ZustÄ ande so sehr
verwaschen, dass sie nicht mehr aufzulÄ osen sind, ist die strukturlose Region erreicht. In Ab-
bildung 4.9 (links) markiert die gestrichelte Linie das Zentrum der strukturlosen Region der
Elektrore°exionsdaten (ER) bei ca. 5T. In den ER-Daten ist der Ä Ubergangsbereich sehr gut
zu beobachten, da das Magnetfeld in Schritten von nur 0.25T variiert wurde. In den Absorp-
tionsspektren (Abbildung 4.10 (links)), die in Schritten von 1T aufgenommen wurden, liegt
der Beginn des Ä Ubergangsbereichs bei ungefÄ ahr 6T, wÄ ahrend sein Ende bei ca. 9T nicht mehr
beobachtet werden kann.
Der Vergleich mit zeitaufgelÄ osten Messungen, welche die Untersuchung kohÄ arenter Dynamik
elektronischer Wellenpakete erlauben, lÄ asst neue Fragen entstehen und ermÄ oglicht tiefere Ein-
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sicht in das VerhÄ altnis zwischen der Bescha®enheit elektronischer EnergiezustÄ ande und der
Dynamik der elektronischen Wellenpakete. Die zeitau°Ä osenden Messmethoden und ihre Ergeb-
nisse sollen im Folgenden vorgestellt werden. Die Messungen wurden in unserer Arbeitsgruppe
von A. B. Hummel durchgefÄ uhrt.
Beschreibung der zeitaufgelÄ osten Messmethode und ihrer Ergebnisse
REOS bzw. TEOS (englisch: re°ective/transmittive electro-optic sampling) sind Messmetho-
den, die den linearen elektro-optischen E®ekt (Pockels E®ekt) ausnutzen [87]. Dieser basiert
auf der nicht-linearen SuszeptibilitÄ at zweiter Ordnung und beschreibt die Ä Anderung des Bre-
chungsindex im elektrischen Feld [88]. Diese BrechungsindexÄ anderung ist richtungsabhÄ angig,
es liegt also eine optische Anisotropie (Doppelbrechung) vor. Bei der zeitaufgelÄ osten Messung
wird ein zirkular polarisierter Anregestrahl auf die Probe fokussiert. Dieser induziert Bloch-
Oszillationen, die mit einem oszillierenden Dipolmoment verknÄ upft sind. Durch das zeitlich
verÄ anderliche Dipolmoment (d.h. zeitabhÄ angiges elektrisches Feld) wird eine zeitabhÄ angige
BrechungsindexÄ anderung hervorgerufen. Der linear polarisierte Abfragestrahl erfÄ ahrt eine Po-
larisationsÄ anderung, die sich zeitlich mit dem Brechungsindex Ä andert. Diese zeitabhÄ angige
Ä Anderung der Polarisation des Abfragestrahls wird detektiert: Der re°ektierte bzw. transmit-
tierte Abfragestrahl wird mittels eines polarisierenden Strahlteilers in seine orthogonalen Po-
larisationskomponenten aufgeteilt und auf zwei Photodioden in einem Di®erenzdetektor fokus-
siert. Die ZeitverzÄ ogerung (engl.: delay) zwischen Anrege- und Abfragestrahl wird variiert und
somit die Dynamik des Systems verfolgt. Mit diesen Messmethoden werden Bloch-Oszillationen
nachgewiesen, indem ihre Auswirkungen auf die optischen Eigenschaften (Brechungsindex) des
Kristalls detektiert werden.
Bloch-Oszillationen gehÄ oren zu den Intraband -Prozessen, d.h. sie spielen sich innerhalb ei-
nes Minibandes ab (siehe Abschnitt 2.3.3). Hingegen sind spektrale Untersuchungen wie
z.B. Elektrore°exions- oder Transmissionsspektroskopie, wie bereits erwÄ ahnt, auf Interband -
Ä UbergÄ ange zwischen Valenz- und Leitungsband sensitiv.
In Abbildung 4.9 und 4.10 (jeweils rechts) sind die Ergebnisse von REOS- und TEOS-
Messungen bei festem elektrischem Feld und variiertem Magnetfeld dargestellt. Die Spektren
zeigen in Ä Ubereinstimmung mit semiklassischen Berechnungen die strikte Trennung zweier Re-
gimes: FÄ ur einen kleinen Wert B=F = x liegt der Magneto-Bloch-Bereich vor, in dem ein
leichter Abfall der Bloch-Oszillationsfrequenzen zu verzeichnen ist. Im Gegensatz dazu er-
kennt man einen deutlichen Anstieg der Frequenzen im Zyklotron-Regime bei gro¼em x. Der
Frequenzverlauf ist mit gestrichelten Geraden angedeutet. Am Ä Ubergangsbereich bei B=3T
(gestrichelte Kurve) beobachtet man das Ausbleiben langlebiger Bloch-Oszillationen.
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Abbildung 4.9.: Links: Elektrore°exionsspektren (ER) fÄ ur ein elektrisches Feld von 9kV/cm und
Magnetfelder von 0T bis 8T. Die gestrichelte Linie markiert das Zentrum des Ä Ubergangsbereichs zwi-
schen Wannier-Stark- und Landau-Bereich. Rechts: REOS Signale fÄ ur Magnetfelder von 0T bis 7T
und einem elektrischen Feld von 9kV/cm bei gekreuzten elektrischen und magnetischen Feldern. Die
durchgezogene fettgedruckte Kurve bei 5T ist mit denselben experimentellen Parametern aufgenom-
men worden wie die gestrichelt markierte Kurve in den ER-Spektren. Au®Ä allig ist die Existenz von
Oszillationen in dem Feldbereich um 5T, der in den ER-Daten strukturlos ist. Die getrichelte Kurve
(3T) markiert den Ä Ubergangsbereich ohne Oszillationen in den REOS-Daten.
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Abbildung 4.10.: Links: Absorptionsspektren fÄ ur ein elektrisches Feld von 11kV/cm und Magnetfelder
von 0T bis 8T. Ab ca. 6T beginnt der nahezu strukturlose Ä Ubergangsbereich Rechts: TEOS Signale
fÄ ur Magnetfelder von 0T bis 8T und einem elektrischen Feld von 11kV/cm. Die getrichelte Kurve
(3.5T) markiert den Ä Ubergangsbereich ohne Oszillationen in den TEOS Daten. Er be¯ndet sich bei
niedrigeren B-Feldern als in den Absorptionsspektren. Bei hÄ oheren B-Feldern (ab ca. 5T) sind wieder
Oszillationen sichtbar. In diesem Feldbereich sind die Absorptionsdaten nahezu strukturlos.
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Vergleich der spektral- und zeitaufgelÄ osten Messungen
In den Abbildungen 4.9 und 4.10 sind jeweils die Ergebnisse einer spektral aufgelÄ osten und ei-
ner zeitaufgelÄ osten Messmethode zum Vergleich nebeneinander dargestellt. Abbildung 4.9 zeigt
links die bekannten ER-Spektren und rechts die ebenfalls in Re°exionsgeometrie an derselben
Probe aufgenommenen REOS-Spektren. In Abbildung 4.10 sieht man links die in Transmis-
sionsexperimenten aufgenommenen Absorptionsspektren und rechts die Ergebnisse der ent-
sprechenden zeitaufglÄ osten Transmissionsmessungen, die TEOS-Spektren. Um einen Vergleich
zwischen einer spektral- und einer zeitaufgelÄ osten Messung vornehmen zu kÄ onnen, mÄ ussen die
elektrischen Felder dieselben sein. Bei den ER- und REOS-Daten liegt ein elektrisches Feld
von F=9kV/cm an, bei den Absorptions- bzw. TEOS-Daten betrÄ agt F=11kV/cm.
Es liegt die Vermutung nahe, dass die strukturlose Region in den spektralen Messungen
auch mit einer strukturlosen Region in den zeitaufgelÄ osten Messungen bei dem selben Feld-
verhÄ altnis x korrespondiert. Dies ist plausibel, sind doch Ä Uberlagerungen von Wannier-Stark-
ZustÄ anden konstitutiv fÄ ur Bloch-Oszillationen: Letztere kÄ onnen als Quantenschwebungen zwi-
schen benachbarten Wannier-Stark-ZustÄ anden betrachtet werden (siehe Abschnitt 2.3.3.).
Das Verschwinden der Wannier-Stark-ZustÄ ande mÄ u¼te demnach ein Verschwinden der Bloch-
Oszillationen mit sich bringen. Ä Uberraschenderweise werden jedoch sehr wohl Oszillationen
beobachtet, obwohl keine Wannier-Stark-ZustÄ ande sichtbar sind. Umgekehrt ist es erstaunlich,
dass die strukturlose Region in den zeitaufgelÄ osten Daten bei einem FeldverhÄ altnis auftritt, bei
dem in den spektralen Daten noch deutliche Wannier-Stark-Ä UbergÄ ange zu beobachten sind.
Um dem VerstÄ andnis der Diskrepanz zwischen spektralen und zeitaufgelÄ osten Messungen
nÄ aherzukommen, beziehen wir das dynamische Verhalten der elekronischen Wellenpakete mit
ein. Vorhersagen in Bezug auf die Dynamik von Wellenpaketen kÄ onnen auf der Grundlage
eines semiklassischen Modells getro®en werden [81]. Die Elektronenbahnen hÄ angen von dem
FeldverhÄ altnis x ab. Der Magneto-Bloch-Bereich und das Zyklotron-Regime sind durch den
Wert des Magnetfeldes getrennt, fÄ ur den sich die elektrische und die magnetische Kraft auf
ein Elektron genau aufheben. In diesem Fall bewegt sich das Elektron mit einer konstan-
ten Driftgeschwindigkeit in y-Richtung (Ebene der Ä Ubergitterschichten), und die Oszillatio-
nen verschwinden. Die Bedingung fÄ ur den Ä Ubergang zwischen dem Magneto-Bloch und dem
Zyklotron-Bereich berechnet sich zu 2!C = !B.
Dieses dynamische Gleichgewicht der KrÄ afte hat keinen Ein°uss auf die Wannier-Stark-Leiter.
Dementsprechend kÄ onnen spektral aufgelÄ oste Daten deutliche Ä UbergÄ ange aufweisen, wie auch
im Vergleich des linken und rechten Teils der Abbildungen 4.9 und 4.10 zu sehen ist: In den
zeitaufgelÄ osten Daten liegt der Ä Ubergangsbereich fÄ ur die REOS-Messungen bei einem B-Feld
von 3T (gestrichelte Kurve), bei dem in den ER-Daten noch deutliche Linien zu sehen sind. In
den TEOS-Daten liegt der Ä Ubergangsbereich bei 3.5T, wo in den Absorptionsspektren deut-
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liche Strukturen erkennbar sind. Umgekehrt ist es au®Ä allig, dass der Feldbereich bei ungefÄ ahr
!C = !B, bei dem das Verwaschen der Wannier-Stark-Ä UbergÄ ange auftritt, keine Konsequenzen
bezÄ uglich des dynamischen Verhaltens der Elektronen hat. Diese Tatsache scheint nur durch
die Annahme erklÄ arbar, dass trotz des scheinbar strukturlosen Spektrums noch Wannier-Stark-
Niveaus fÄ ur die Entstehung von Bloch-Oszillationen zur VerfÄ ugung stehen. Von Interesse ist
auch die maximale Auslenkung in Ä Ubergitterrichtung als Funktion des VerhÄ altnisses von Ma-
gnetfeld und elektrischem Feld. Im Rahmen des semiklassischen Modells kann sie berechnet
werden und ist in Abbildung 4.11 graphisch dargestellt. Auch in Bezug auf diese dynamische
GrÄ o¼e ist !C = !B kein ausgezeichneter Punkt [20].
In Abbildung 4.12 sind die berechneten und experimentellen Werte fÄ ur die strukturlose Regi-
on fÄ ur spektral- und zeitaufgelÄ oste Messungen dargestellt. Es werden ER-Daten mit REOS-
Daten verglichen3. Die beiden Linien, die durch den Ursprung laufen, geben die theoretische
Vorhersage fÄ ur die strukturlose Region an. Dabei gehÄ ort die gestrichelte Linie zu spektralen
ER-Messungen (!C = !B), die durchgezogene Linie bezieht sich auf die zeitaufgelÄ oste REOS-
Messtechnik (2!C = !B). Die experimentell gefundenen Werte sind durch senkrechte Balken
gekennzeichnet, wobei auch hier gestrichelte Linien zu Elektrore°exions- und durchgezogene
Linien zu REOS-Messungen korrespondieren.
Wie schon in Abschnitt 2.4.4 diskutiert, ist fÄ ur die theoretische Vorhersage eine Berechnung der
Zyklotronfrequenz !C = eB=m und damit eine Bestimmung der relevanten Masse notwendig.
In der Theorie, die in Abschnitt 2.4.4 vorgestellt wurde, werden die Massen in Barrieren- und
Topfmaterial als gleich angenommen, so dass in dieser NÄ aherung fÄ ur das erste Miniband (das
hier relevant ist) mex = me(GaAs) = mek = 0:067m0 gilt. Wird jedoch berÄ ucksichtigt, dass die
e®ektive Elektronenmasse im Barrierenmaterial AlGaAs eine andere ist als im Topfmaterial
GaAs, so ergibt sich eine Elektronenmasse in Wachstumsrichtung von mex = 0:114m0 [20].
Insgesamt lautet die adÄ aquate Elektronenmasse fÄ ur die Zyklotronbewegung in der xy -Ebene:
p
mk ¢ mex =
p
0:067m0 ¢ 0:114m0 = 0:088m0 (4.4)
Dieser Wert wurde fÄ ur die Erstellung von Abb. 4.12 verwendet. Es stellt sich ferner die Frage,
ob die angemessene Masse nicht die reduzierte Masse des Elektron-Loch-Paares sein sollte. Dies
verneinen wir mit dem Hinweis darauf, dass im vorliegenden Fall nicht nur EnergieÄ ubergÄ ange
zwischen Landau- und Wannier-Stark-Ä UbergÄ angen gleichen Indexes mÄ oglich sind, d.h. es gilt
nicht ¢nL = 0. Der energetische Abstand eines Ä Uberganges kann also grÄ o¼er oder kleiner als
der des Ä Ubergangs mit ¢nL = 0 sein, so dass sich im Mittel Ä uber viele Ä UbergÄ ange der Ein°uss
der reduzierten Masse aufhebt. Somit ist die Annahme gerechtfertigt, nur die Elektronmasse
zu betrachten.
3Es existiert bislang noch kein enstprechender Graph fÄ ur den Vergleich von Absorptions- und TEOS-Daten,
da entsprechende TEOS-Daten nur fÄ ur ein elektrisches Feld von F=11kV/cm vorliegen.
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Abbildung 4.11.: Maximale rÄ aumliche Amplitude (Auslenkung) eines elektronischen Wellenpakets in
AbhÄ angigkeit des relativen magnetischen und elektrischen Feldes in Einheiten der Bloch-Amplitude ohne
Magnetfeld. Der Ä Ubergang zwischen Magneto-Bloch-Bereich und Zyklotron-Bereich liegt bei 2!C = !B.
[20] entnommen.



















Abbildung 4.12.: Theoretische Vorhersagen (Linien durch den Ursprungspunkt) und experimentelle
Befunde (Balken) fÄ ur den Ä Ubergang von elektrisch dominiertem zu magnetisch dominiertem Bereich.
Gestrichelte Linien: Spektral aufgelÄ oste Messungen. Durchgezogene Linien: ZeitaufgelÄ oste Messungen
(REOS).
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Die REOS-Messungen zeigen eine gute Ä Ubereinstimmung mit der theoretischen Vorhersage.
Die experimentellen Ergebnisse der Elektrore°exionsmessungen sind jedoch nicht ohne Wei-
teres mit der theoretischen Vorhersage in Einklang zu bringen. Die Balken geben den Ma-
gnetfeldbereich an, in dem die Wannier-Stark-Ä UbergÄ ange nicht unterscheidbar sind. Obwohl
die Bedingung !C = !B als ungefÄ ahre Charakterisierung des Ä Ubergangsbereichs dienlich ist
(siehe Abschnitt 2.4.4, Abb. 2.21), erscheint sie bei nÄ aherer Analyse als zu ungenau: Der Struk-
turverlust tritt schon bei kleineren Werten des Magnetfeldes ein als theoretisch vorhergesagt.
Die Ursache dieser Diskrepanz konnte bisher nicht endgÄ ultig geklÄ art werden, jedoch wird im
Folgenden eine Vermutung skizziert, die das dynamische Verhalten des Elektrons mit einbe-
zieht: Die Amplitude der Bloch-Oszillation, die der Auslenkung des Elektrons entspricht, ist
ein Ma¼ fÄ ur die rÄ aumliche Ausdehnung des elektronischen Wellenpakets. Ist das elektroni-
sche Wellenpaket Ä uber mehrere Ä Ubergitterperioden ausgedehnt, sind viele rÄ aumlich indirekte
Ä UbergÄ ange mÄ oglich. Folglich reduziert sich die StÄ arke jedes einzelnen Ä Ubergangs. Es liegt die
Schlussfolgerung nahe, dass die Amplitude der Bloch-Oszillationen im strukturlosen Bereich
der Elektrore°exionsspektren ein Maximum erreicht, und durch die gleichzeitige Anregung
vieler indirekter Ä UbergÄ ange die einzelnen Linien verwaschen. Diese Vermutung wird durch
Abbildung 4.11 gestÄ utzt, welche die maximale rÄ aumliche Auslenkung darstellt. Wie bereits
erwÄ ahnt, ist !C = !B (also !C=!B = 1) kein ausgezeichneter Punkt. FÄ ur kleinere Werte des
Magnetfeldes, d.h. kleinere Werte von !C=!B, wÄ achst die Auslenkung des Wellenpakets und
damit seine Ausdehnung drastisch an. Dies kÄ onnte erklÄ aren, warum der Strukturverlust in den
Elektrore°exionsdaten schon bei kleineren Magnetfeldern auftritt, als die Bedingung !C = !B
vorhersagt. Die maximale Auslenkung ist im Zyklotron-Regime in der NÄ ahe von 2!C = !B
am grÄ o¼en, demnach ist auch in den spektralen Daten der Strukturverlust in der NÄ ahe dieses
Feldbereichs zu erwarten.
Dies stellt den Versuch einer ErklÄ arung dar, der in Zukunft theoretisch behandelt werden
mÄ usste. Es besteht die Ho®nung, dass eine fundierte theoretische Berechnung den Unterschied
zwischen spektralen und dynamischen Eigenschaften von Ä Ubergittern, bzw. zwischen Intra-
und Interbandprozessen, erklÄ aren kÄ onnte.
Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass Alexandrou et al. den Ä Ubergangsbereich in spek-
tral aufgelÄ osten Daten ebenfalls beobachtet haben [65]. Mit Hilfe von Photostromspektro-
skopie untersuchten sie ein GaAs/Ga0:65Al0:35As-Ä Ubergitter in gekreuzten elektrischen und
magnetischen Feldern. Dessen PeriodenlÄ ange ist kÄ urzer als bei dem in dieser Arbeit unter-
suchten Ä Ubergitter: Bei Alexandrou et al. betrÄ agt die Breite der GaAs-TÄ opfe 4nm und
die der GaAlAs-Barrieren 2nm. Im Gegensatz zu unseren Befunden stimmt jedoch in ihrem
Fall die Lage des Ä Ubergangsbereichs gut mit der Bedingung !C = !B Ä uberein, wenn die
Masse der Form 4.4 verwendet wird4. Daraus muss die Konsequenz gezogen werden, dass Ver-
4Alexandrou et al. schreiben leider nicht explizit, welche Massenformel sie verwenden. Auch in einer ent-
sprechenden VerÄ o®entlichung von M. M. Dignam und E. Sipe [66] be¯ndet sich kein Hinweis. In privater
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gleiche zwischen spektral- und zeitaufgelÄ osten Messungen nicht mÄ oglich sind, wenn diese an
verschiedenen Ä Ubergitterproben in unterschiedlichen experimentellen Situationen aufgenom-
men wurden. Selbst eine neue elektrische Kontaktierung kann das VerhÄ altnis von angelegter
Vorspannung und am Ä Ubergitter abfallenden elektrischen Feld Ä andern. Um einen sicheren Ver-
gleich zu ermÄ oglichen, sollten die spektral- und zeitaufgelÄ osten Messungen mÄ oglichst direkt
aufeinander folgend durchgefÄ uhrt werden. Zwischen den REOS- und den ER-Messungen wur-
de die Probe aus dem Kryostaten herausgenommen, hingegen folgten die Absorptions- und
TEOS-Messungen direkt aufeinander, so dass der Befund als sicher gelten kann.
Korrespondenz bejahte M. M. Dignam jedoch die GÄ ultigkeit der Form 4.4.
945. Zusammenfassung und Ausblick
In dieser Arbeit werden EnergiezustÄ ande in einem GaAs=Al0:3Ga0:7As-HalbleiterÄ ubergitter in
gekreuzten elektrischen und magnetischen Feldern untersucht. Dabei liegt das elektrische Feld
F in Wachstumsrichtung an, wÄ ahrend das Magnetfeld B senkrecht dazu in der Ebene der
Schichten orientiert ist. Es werden die experimentellen Methoden der Elektrore°exions- und
Transmissionsspektroskopie angewendet. Die experimentellen Ergebnisse werden sowohl mit
theoretischen Berechnungen verglichen als auch mit zeitaufgelÄ osten Daten in Bezug gesetzt.
Sowohl in den Elektrore°exions- als auch in den Transmissionsspektren lassen sich je nach
relativem Wert des elektrischen und magnetischen Feldes B=F = x drei verschiedene Bereiche
unterscheiden. FÄ ur kleines x sind Wannier-Stark-Ä UbergÄ ange sichtbar, die sich mit steigendem
B-Feld zu hÄ oheren Energien verschieben. Die au®Ä alligste Beobachtung ist das Verschwinden
der Wannier-Stark-ZustÄ ande mit steigendem Magnetfeld: Bei mittlerem x, wenn die magneti-
sche Energie ~!C die GrÄ o¼enordnung der elektrischen Energie ~!B erreicht, beobachtet man
einen nahezu strukturlosen Ä Ubergangsbereich. FÄ ur grÄ o¼ere MagnetfeldstÄ arken lassen sich wie-
der Ä UbergÄ ange identi¯zieren, die Landau-Charakter besitzen.
Die Exzistenz eines strukturlosen Ä Ubergangsbereichs unterscheidet die Geometrie gekreuzter
Felder wesentlich von der Kon¯guration parallel gerichteter Felder (F- und B-Feld in Wachs-
tumsrichtung [5]). Der Ä Ubergangsbereich wurde bereits zuvor beobachtet [65], eine ErklÄ arung
seines Ursprungs stand jedoch noch aus. Letztere gewinnen wir aus der Zusammenarbeit mit
der Theorie: Auf der Grundlage der Modellrechnungen von S. Glutsch und S. Stepanow
aus Jena lÄ asst sich feststellen, dass jeder Wannier-Stark-Zustand in Anwesenheit eines Ma-
gnetfeldes in Landau-ZustÄ ande aufspaltet. Mit steigendem Magnetfeld verschieben sich diese,
wie auch die Wannier-Stark-ZustÄ ande, zu hÄ oheren Energien, so dass sich eine wachsende An-
zahl von ZustÄ anden energetisch annÄ ahert. Die Wechselwirkung von ZustÄ anden fÄ uhrt zu ver-
miedenen Ä Uberkreuzungen und damit zu einer Verteilung der OszillatorstÄ arke, so dass die
StÄ arke jedes einzelnen Zustands abnimmt und einzelne Linien nicht mehr aufzulÄ osen sind. In-
teressanterweise spielt die VerkÄ urzung der Lebenszeit der involvierten ZustÄ ande (homogene
Linienverbreiterung) eine untergeordnete Rolle bei der Entstehung des Ä Ubergangsbereichs.
Auch hinsichtlich anderer Aspekte ist die Ä Ubereinstimmung von Theorie und Experiment zu-
friedenstellend: Die auf Grundlage der Einteilchen-Theorie vorhergesagte energetische Verschie-
bung der Wannier-Stark- und Landau-Niveaus mit steigendem Magnetfeld kann experimentell
955. Zusammenfassung und Ausblick
mittels Elektrore°exionsmessungen veri¯ziert werden. Die experimentellen Absorptionsspek-
tren lassen sich direkt mit den theoretischen Absorptionsspektren vergleichen und zeigen die
vorhergesagten EnergieÄ ubergÄ ange. DarÄ uberhinaus sind Fano-Resonanzen als asymmmetrische
Linienpro¯le zu beobachten.
Das Zusammenspiel von Theorie und Experiment stellt sich demnach in dieser Arbeit als
sehr fruchtbar heraus: Die vorgestellten Experimente leisten der Theorie einen Dienst, in-
dem sie wesentliche theoretische Vorhersagen experimentell veri¯zieren. Andererseits gewinnt
das VerstÄ andnis der experimentellen Beobachtungen erst durch theoretische Erkenntnisse sein
Fundament.
WÄ ahrend der Vergleich von Theorie und Experiment weitgehend abgeschlossen ist [21], wirft
der Vergleich der spektral aufgelÄ osten Daten mit zeitaufgelÄ osten Messergebnissen noch un-
gelÄ oste Fragen auf. Die Dynamik optisch angeregter Wellenpakete lÄ asst sich analog zu den
Elektrore°exions- und Absorptionsspektren in ein elektrisch-dominiertes Regime fÄ ur kleines
B=F = x und ein magnetisch-dominiertes Regime fÄ ur gro¼es x unterteilen. Die beiden Be-
reiche sind durch einen mittleren x-Wert separiert, bei dem keine kohÄ arenten Oszillationen
zu beobachten sind. Dieser Ä Ubergang ¯ndet entgegen der Erwartung nicht bei dem gleichen
x-Wert statt wie in spektral aufgelÄ osten Daten. In der vorliegenden Arbeit wird dieser Befund
prÄ azisiert: Absorptionsspektren werden mit TEOS-Spektren (englisch: transmittive electro-
optic sampling), Elektrore°exionsdaten mit REOS-Spektren (englisch: re°ective electro-optic
sampling) verglichen.
Sehr deutlich ist die Diskrepanz zu erkennen: In spektral aufgelÄ osten Daten liegt der
Ä Ubergangsbereich bei grÄ o¼eren x-Werten als in zeitaufgelÄ osten Daten, so dass im spektralen
Ä Ubergangsbereich wieder langlebige Oszillationen in den zeitaufgelÄ osten Messungen zu beob-
achten sind. Umgekehrt sind in den spektral aufgelÄ osten Messungen noch deutliche Strukturen
erkennbar, wenn am dynamischen Ä Ubergang zwischen elektrisch- und magnetisch-dominiertem
Regime Oszillationen ausbleiben.
Die Experimente dieser Arbeit motivieren demnach die weitere BeschÄ aftigung mit folgen-
den Problemen: Die Diskrepanz zwischen spektral- und zeitaufgelÄ osten Daten hinsichtlich des
Ä Ubergangsbereichs muss in Zukunft theoretisch behandelt werden. Es besteht bereits ein Ange-
bot von M. M. Dignam, sich des Problems anzunehmen. Damit verbunden ist die Frage nach
der genauen Bedingung fÄ ur den Ä Ubergangsbereich in den spektralen Daten, da die bisherige
Bedingung zu grob zu sein scheint.
Die Untersuchung von EnergiezustÄ anden in HalbleiterÄ ubergittern wird auch in Zukunft eine
Rolle spielen. Nachdem die Geometrien von parallel und senkrecht orientiertem B und F
eingehend behandelt wurden, stellt nun der Fall arbitrÄ arer Feldanordnung eine neue Aufgabe
dar. Wenn das Magnetfeld mit dem elektrischen Feld einen arbitrÄ aren Winkel einschlie¼t, wird
96in zeitaufgelÄ osten Messungen eine Kopplung von Magneto-Bloch- und Zyklotron-Oszillationen
beobachtet, die sich in einem kohÄ arenten Quasi-DC-Strom und verstÄ arkter Feldabschirmung
ausdrÄ uckt [58]. Es wÄ are interessant zu untersuchen, mit welchen spektralen Eigenschaften diese
dynamischen Befunde korrespondieren. Hierzu bieten sich die Methoden der Elektrore°exions-
und Transmissionsspektroskopie an, die sich in dieser Arbeit als geeignet erwiesen haben.
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A.1. Bezeichnungen




~ v Geschwindigkeitsvektor _ ~ r.
~ k;k Wellenvektor; sein Betrag.
F Elektrisches Feld (stets in x-Richtung).
B Magnetisches Feld (stets in z-Richtung).
E;En Energie; diskrete Energie.
V Potential.
e Elementarladung (positiv).
²0;²(!) DielektrizitÄ atskonstante des Vakuums; dielektrische Funktion.
Â(!) SuszeptibilitÄ at.
h;~ Plancksches Wirkungsquantum (~ = h=2¼).
m0 Ruhemasse des freien Elektrons.
me® E®ektive Masse.
me;mh E®ektive Masse von Elektron bzw. Loch.
mr Reduzierte e®ektive Masse eines Elektron-Loch-Paares.
nWS Wannier-Stark-Index.
nL Landau-Index.
hh; lh Schwerloch; Leichtloch.
¢n Breite des n-ten Minibandes.
d LÄ ange einer Ä Ubergitterperiode.
¸;¸c LokalisierungslÄ ange; magnetische LÄ ange.
!;!B;!C Kreisfrequenz (im Allgemeinen); Bloch-Frequenz; Zyklotronfrequenz.
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A.2. Fano-Resonanz
Dieses quantenmechanische Modell der Fano-Resonanz verdeutlicht, wie durch die Kopplung
zwischen einem diskreten Zustand und KontinuumszustÄ anden eine Asymmetrie in der Absorp-
tion um den diskreten Zustand auftritt1.
Sei E0 die Energie der diskreten Resonanz. Das Kontinuum wird als diskretisiert, d.h. aufgebaut
aus dicht liegenden diskreten Energien Ei, angenommen2. Im Rahmen der StÄ orungstheorie
erster Ordnung wird das Eigenwertproblem formuliert: Die Wechselwirkung zwischen dem
diskreten Zustand und dem Kontinuum, welche die Funktion der Kopplung Ä ubernimmt, wird
· genannt und entspricht in unserem Fall der Coulomb-Wechselwirkung. · koppelt E0 mit Ei,
wÄ ahrend die Ei untereinander ungekoppelt sind. Deshalb steht · in der Matrix nur in der 1.
Zeile und 1. Spalte, und bis auf die Diagonalelemente sind die restlichen MatrixeintrÄ age Null.








E0 ¡ ¸ · ::: · :::
· E1 ¡ ¸ 0 ::: 0
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Wie sehen die EintrÄ age des Zustandsvektors ~ c aus? Dazu betrachtet man zwei FÄ alle:
1) ¸ ¼ E0, d.h. die gestÄ orte Energie entspricht ungefÄ ahr der ungestÄ orten des diskreten Zu-
stands. Dann gilt c0 ¼ 1 und cj(Ej ¡ E0) + · ¼ 0, d.h. cj ¼ ·=(E0 ¡ Ej). Der Eintrag (d.h.
die Amplitude) c0 dominiert also.
2) ¸ ¼ Ei, d.h. die gestÄ orten Energien entsprechen ungefÄ ahr den ungestÄ orten der Kontinuums-
zustÄ ande. Dann gilt ci = ±ij und c0(E0 ¡ Ej) + · ¼ 0, d.h c0 ¼ ·=(Ej ¡ E0). Die Amplitude
c0 enthÄ alt also Beimischungen der Kontinuumsenergien. Es werden nur Terme erster Ordnung
in · berÄ ucksichtigt. Die Normierung der c wÄ are von zweiter Ordnung in · und wird deshalb
Ä ubergangen.
Nun werden die Wahrscheinlichkeiten P bestimmt, mit der ein optischer Ä Ubergang von einem
beliebigen Grundzustand a) in den diskreten Zustand E0 und b) in einen Kontinuumszustand
1FÄ ur dieses Modell danke ich Herrn Prof. E. Mohler.
2Diese diskrete Behandlung eines Kontinuums wird durch die Annahme von Randbedingungen motiviert.
Analogie: Ein unendlich langes Seil kann mit unendlich vielen Frequenzen schwingen, wobei die Werte der
Frequenzen kontinuierlich verteilt sind. Werden Randbedingungen eingefÄ uhrt, d.h. das Seil an zwei Enden
festgehalten, sind nur noch diskrete Energien mÄ oglich, bei denen ganzzahlige Vielfache der halben Wel-
lenlÄ ange ihre NulldurchgÄ ange an den Endpunkten haben.
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Ej statt¯nden kann. Dabei ist A0 die ungestÄ orte Ä Ubergangsamplitude zu E0 und aj zu Ej,
wobei angenommen wird, dass die Ä Ubergangsamplitude zu allen KontinuumszustÄ anden gleich
ist, d.h. aj = a:
a)






























O®ensichtlich ist in der Wahrscheinlichkeit P0 fÄ ur einen Ä Ubergang in den diskreten Zustand
ein Anteil fÄ ur einen Ä Ubergang in einen Kontinuumszustand enthalten und anders herum. Setzt
man A0 = 1 und a=A0 = V , ergibt sich













Ist der zweite Summand bei Pj positiv, so ist der zweite Summand bei P0 negativ. Das bedeutet,
dass die OszillatorstÄ arke, die durch die Kopplung bei den KontinuumszustÄ anden hinzukommt,
dem diskreten Zustand abgezogen wird. Wenn der zweite Summand bei Pj negativ ist, wird den
KontinuumszustÄ anden die OszillatorstÄ arke abgezogen, die dem diskreten Zustand hinzugefÄ ugt
wird. Es kommt auf das Vorzeichen der Wechselwirkung · an, welche Richtung die Asymme-
trie hat, d.h. auf welcher energetischen Seite der diskreten Resonanz etwas hinzugefÄ ugt bzw.
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abgezogen wird. Man erkennt auch, dass die Kopplung durch · notwendig fÄ ur das Auftreten
der Fano-Resonanz ist, da im Fall · = 0 keine Mischung der Ä Ubergangsamplituden besteht.
In diesem Fall besteht keine feste Phasenbeziehung zwischen dem diskreten Zustand und den
KontinuumszustÄ anden und Interferenze®ekte treten nicht auf.
Es handelt sich um ein einfaches Modell, da es z.B. die AbstandsabhÄ angigkeit von · nicht
berÄ ucksichtigt, obwohl es plausibel erscheint, dass die Wechselwirkung fÄ ur Kontinuums-
zustÄ ande, die energetisch nahe an der diskreten Resonanz liegen, grÄ o¼er ist als fÄ ur weiter
entfernte. Trotzdem verdeutlicht es sehr gut die wesentlichen Aspekte der Fano-Resonanz.
A.3. Berechnung der Anregungsdichte





Seien in einem Laserpuls N
0
Photonen enthalten. Die Energie eines Pulses sei EPuls und die
Energie eines Photons EPhoton. Das Volumen V setzt sich aus beleuchteter FlÄ ache A und
Absorptionstiefe d zusammen. Unter der Annahme, dass nur jedes zweite Photon eines Pulses














Die Energie eines Laserpulses ist durch den Quotient aus mittlerer Leistung P (in Watt) und
Repetitionsrate fLaser (in Hz) gegeben. Ferner ist die Energie eines Photons h ¢ c/¸, wobei ¸


















ergibt sich eine Anregungsdichte ½ von ca. 2 ¢ 1014cm¡3.
A.4. Feldbestimmung
Der Zusammenhang zwischen dem elektrischen Feld F, das an dem Ä Ubergitter anliegt, und
der externen Vorspannung weicht fÄ ur die Transmissionsprobe von Gleichung 3.3 ab, da im
Gegensatz zu der Probe fÄ ur Elektrore°exionsexperimente der substratseitige Kontakt nicht
getempert werden kann (siehe Abschnitt 3.2.2). Zur Feldbestimmung wird Gleichung 2.31
herangezogen:
EnWS(F) = E0(F) + nWSeFd; nWS = :::;¡1;0;+1;:::: (A.11)
Aus dem energetischen Abstand der Elektron-Schwerloch-Ä UbergÄ ange nWS = ¡1 und nWS = 0
lÄ asst sich das an dem Ä Ubergitter anliegende elektrische Feld bestimmen:






In Abbildung A.1 sind Absorptionsspektren der untersuchten Probe ohne Magnetfeld in
AbhÄ angigkeit von der externen Vorspannung dargestellt. Die Spektren wurde in einem ein-
fachen Transmissionsexperiment aufgenommen und mit dem spektralen Verlauf der verwende-
ten Laserstrahlung normiert. Die Vorspannung variiert in 0.1V-Schritten. Im Flachbandbereich
(¡1.8V bis ¡2:5V) sind der Schwerloch- und der Leichtloch-MinibandÄ ubergang zu sehen. Ab
einer Vorspannung von ¡1:5V lassen sich der hh¡1- und der hh0-Ä Ubergang identi¯zieren und
aus ihrem Abstand das elektrische Feld bestimmen. Der Abstand der beiden Ä UbergÄ ange und das
daraus bestimmte elektrische Feld sind in Abbildung A.2 dargestellt. Im Absorptionsspektrum
A.1 sind die Kurven fÄ ur diejenigen Vorspannungen fettgedruckt, die den experimentell rele-
vanten elektrischen Feldern (10kV/cm (0V), 5kV/cm (¡1:5V) und der Flachband-Situation
(¡2:2V)) entsprechen.
Dieser Methode der Feldbestimmung haftet jedoch ein Fehler an: Der energetische Abstand
zwischen den Wannier-Stark-Niveaus nWS = ¡1 und nWS = 0 ist nicht gleich gro¼ wie der
Abstand der Niveaus nWS = 0 und nWS = +1. Grund fÄ ur diese Absorptions-Asymmetrie sind
Coulomb-E®ekte (siehe Abschnitt 2.3.2). Der energetische Abstand der Ä UbergÄ ange nWS = ¡1
und 0 ist in der exzitonischen Wannier-Stark-Leiter kleiner als der Abstand der Ä UbergÄ ange
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Abbildung A.1.: Absorptionsspektrum der Transmissionsprobe ohne Magnetfeld in AbhÄ angigkeit
von der externen Vorspannung, die in Schritten von 0.1V variiert wird. Miniband- und Wannier-
Stark-Ä UbergÄ ange sind gekennzeichnet. Die fettgedruckten Kurven entsprechen elektrischen Feldern von














Abbildung A.2.: Aus den Energiedi®erenzen des hh0- und hh¡1-Ä Ubergangs (herausgelesen aus Abb.
A.1) und Gleichung A.12 ermitteltes elektrisches Feld in AbhÄ angigkeit der externen Vorspannung.
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nWS=0 und +1, folglich ist das mit der oben beschriebenen Methode bestimmte elektrische
Feld etwas zu klein. Um einen genaueren Wert zu erhalten, kann man die energetische Di®erenz
der Ä UbergÄ ange nWS=+1 und ¡1 verwenden, die 2eFd betrÄ agt3. Leider ist der hh+1- Ä Ubergang
im Absorptionsspektrum (Abb. A.1) nur bei einigen wenigen Vorspannungen und dann auch
nur sehr schwach zu sehen. Deshalb mussten wir zunÄ achst mit der ungenaueren Methode (mit-
tels des Abstands zwischen nWS = ¡1 und 0) eine ungefÄ ahre Feldbestimmung vornehmen, um
sie spÄ ater evtl. zu korrigieren. Allerdings stimmte das "ungenau\ ermittelte elektrische Feld bis
auf einen Fall mit der genauen Bestimmung Ä uberein: Lediglich in einem Absorptionsspektrum
wurde das zuvor abgeschÄ atzte elektrische Feld von 5kV/cm auf 6kV/cm korrigiert.
A.5. Fabry-Perot-Interferenzen
Durch Re°exionen im Inneren der Probe entstehen hinter der Probe Interferenzen, die eine
Modulation des Signals verursachen. Abbildung A.3 (oben) zeigt das ursprÄ ungliche Transmis-
sionssignal (bzw. dessen Inverses) fÄ ur den Fall ohne Magnetfeld. Deutlich ist ein Abfall der
Absorption zu hÄ oheren Energien zu erkennen. Mit Hilfe eines Computerprogramms wurden
die Schichten der Probe modelliert und die resultierende Fabry-Perot-Modulation errechnet.
Hierbei wurde fÄ ur GaAs ein Brechungsindex von n = 3:6 und fÄ ur Al0:3Ga0:7As n = 3:325
angenommen. FÄ ur ein Ä Ubergitter mit 35 GaAs/Al0:3Ga0:7As-Perioden (9.7nm/1.7nm), eine
GaAs-Deckschicht von 30nm und eine Substratdicke von 100¹m ergibt sich die Fabry-Perot-
Modulationskurve, die in Abb. A.3 (Mitte) dargestellt ist. Wird diese Kurve von den experi-
mentellen Daten subtrahiert, so erhÄ alt man das korrigierte Spektrum (Abbildung A.3 unten).
Das korrigierte Spektrum weist das erwartete Kontinuum Ä uber der BandlÄ ucke auf. Lediglich
eine schwache Modulation mit kÄ urzerer WellenlÄ ange mit einem Maximum bei 1.54eV ist zu
erahnen, die auf eine nicht berÄ ucksichtigte dickere Schicht hindeutet. Vermutlich ist die UV-
Kleberschicht dafÄ ur verantwortlich. Ferner fÄ allt auf, dass der Nullpunkt der Transmissionskurve
fÄ ur B = 8T (grÄ une Kurve) tiefer liegt als fÄ ur die Ä ubrigen. Dies ist darauf zurÄ uckzufÄ uhren, dass
sich das Referenzspektrum bei 8T leicht verschoben hat. Eventuell liegt dies an einem Ein°uss
des Magnetfeldes auf den Monochromator oder die Spiegel.
A.6. Zener-E®ekt
Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, dass Zener-Tunneln fÄ ur Ä Ubergitter, insbesondere fÄ ur die
in dieser Arbeit verwendeten Parameter, eine gro¼e Rolle spielt.
3Als Test fÄ ur die Genauigkeit dieser Methode wurde auf diese Weise das elektrische Feld eines theoretischen
Spektrums nachgeprÄ uft, dessen elektrisches Felde von der Theorie zu F=10kV/cm bestimmt war. Das durch
den Abstand von nWS=+1 und ¡1 bestimmte elektrische Feld betrÄ agt F=10.13kV/cm, d.h. der Fehler ist
von der GrÄ o¼enordnung von 1% und damit zu vernachlÄ assigen.
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Abbildung A.3.: Oben: Das Inverse der experimentellen Transmission (a.u.) als Funktion der Anre-
gungsenergie. Das Kontinuum Ä uber der BandlÄ ucke weist einen energetischen Abfall auf, der auf Fabry-
Perot-Interferenzen zurÄ uckzufÄ uhren ist. Mitte: Berechnete Fabry-Perot-Modulation. Unten: Das durch
Subtraktion der Fabry-Perot-Modulation korrigierte (inverse) Transmissionssignal.
108A.6. Zener-Effekt
In seiner grundlegenden Arbeit [84] berechnet Zener die Rate (Teilchenzahl pro Zeiteinheit) °,
mit der ein Elektron in einen Zustand eines hÄ oheren Bandes tunnelt. DafÄ ur geht er von der zei-
tunabhÄ angigen SchrÄ odinger-Gleichung fÄ ur ein Teilchen im Gitterpotential und im elektrischen
Feld F aus. Um sie zu lÄ osen, verwendet er als Ansatz eine zeitunabhÄ angige Wellenfunktion,














wobei a die Gitterperiode, e die Elementarladung, me die e®ektive Elektronenmasse und Egap
die BandlÄ uckenenergie bezeichnet.
FÄ ur einen Volumenhalbleiter mit Gitterperiode a = 3¢10¡8cm, einer BandlÄ ucke von Egap=2eV
und einem elektrischen Feld F¤ in V/cm erhÄ alt man
° = 107F¤10¡2¢107=F¤
[Anzahl=Sekunde]: (A.14)
O®ensichtlich spielt das Tunneln in hÄ ohere BÄ ander erst dann eine Rolle, wenn F¤ die
GrÄ o¼enordnung 107 erreicht, d.h. F ¼ 107 V=cm = 104 kV/cm.
Werden jedoch die Parameter fÄ ur das Ä Ubergitter, das in dieser Arbeit untersucht wird, in
Gleichung A.13 eingesetzt, so ist der Wert fÄ ur ° deutlich grÄ o¼er. Statt der Gitterperiode a
muss die Ä Ubergitterperiode d = 11:4 ¢ 10¡9m verwendet werden. Die EnergielÄ ucke zwischen
den ersten beiden elektronischen MinibÄ andern betrÄ agt [21]:
Egap ¼ 54meV = 54 ¢ 10¡3 ¢ 1:6 ¢ 10¡19 VAs.
Ferner muss die Elektronenmasse in Ä Ubergitterrichtung
me;x = 0:114 ¢ m0 = 0:114 ¢ 9:1 ¢ 10¡31 kg
berÄ ucksichtigt werden. Mit e = 1:6 ¢ 10¡19 As und h = 6:6 ¢ 10¡34 VAs2 ergibt sich:
° ¼ 2:5 ¢ 108F¤ exp¡f13 ¢ 104=F¤g
= 2:5 ¢ 108F¤ ¢ 10¡5:6¢104=F¤
:
(A.15)
Dabei wurde im letzten Schritt
expfxg = 10 lg(expfxg) = 10 x¢lg(e) = 10 0:434x
109A. Anhang
ausgenutzt.
Aus Gleichung A.15 wird ersichtlich, dass fÄ ur das untersuchte Ä Ubergitter Zener-Tunneln rele-
vant wird, wenn F¤ die GrÄ o¼enordnung 104 erreicht, d.h. F ¼ 104 V/cm= 10kV/cm. Dieser
Wert stimmt mit dem experimentellen Befund sehr gut Ä uberein.
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